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COMBINAISONS DE THÉORÈMES D'INTERPOLATION 

ET DE PRÉSERVATION 
M i c h e l  H é b e t T  

A b s t r a c t  

a r e  b i n a r y  r e l a t i o n s  b e t w e e n  s t r u c t u r e s  f o r  a  f i n i t a r y  

l a n g u a g e  L  a n d  A l , .  .  . , A n  a r e  s e t s  o f  s e n t e n c e s ,  w e  l o o k  f o r  c o n d i t i o n s  f o r  w h i c h  

t h e  e q u i v a l e n c e s  o f  c o n d i t i o n s  1 ’ )  [ ~ ~ i ~  a n d  A  l =  t p l  = >  B  I =  I J . J  a n d  2 ’ )  t h e r e  

e x i s t s  h i  E  A i  such that q b hi k $ for i = 1,. . . ,n imply the equivalence of 

1) [AiRiB and Ai k hi for i = l,.. .,n] => B b @ and 2) for i = 1,. ..,n, 

there exists o.i E Ai such that hi k hi and ol A . . . A on k IJJ (respectively 

1 ’ )  [ A R i B  f o r  a n  i E 0 ,. . .,n} and A t= tpl => B i= $J and 2’) there exists 

E ~ Ai s u c h  t h a t  q  b  o  b  $ )  ;  w e  s t u d y  t h e  c o n s e q u e n c e s  o n  p r e s e r v a t i o n  t h e o r e m s .  
i = l  

S o i t  A  u n  e n s a b l e  d ’ é n o n c é s  d ’ u n  l a n g a g e  L  f i n i t a i r e  d u  p r e m i e r  o r -  

d r e .  U n e  r e l a t i o n  ( b i n a i r e )  R  e n t r e  l e s  s t r u c t u r e s  p o u r  L  & T &  u w  A G . t i ~ ~ ~ -  

m o n  s i  l e s  d e u x  a f f i r m a t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  é q u i v a l e n t e s  p o u r  t o u s  l e s  é n o n c é s  

V  et q de L: 

i) CARB et A k tp] => B l= $. 

i i )  I l  e x i s t e  tel que q l= o k $. 

1 9 8 0  M a t h e m a t i c s  S u b j  e c t  C l a s s i f i c a t i o n .  P r i m a r y  0 3 C 4 0 .  

’  a v e c  l e  s u p p o r t  f i n a n c i e r  d u  F.C.A.C. ( Q u é b e c )  e t  d u  N . S . E . R . C .  ( C a n a d a ) .  
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La motivation de ce texte est le double problème suivant. Si 

relation admettant une A. -int 
1 

erpol at ion pour i 1 > l l 9% quand peut-on conclure 

u i est une 

a) la relation (ntl)-aire ~~<~i>~=ll~ admet une l’<Ai?l-interpolation”, i.e. 

que les affirmations suivant es sont équivalentes pour tous les énoncés Y % . . . , 

et de L: 

i’) Chimie et Ai k hi pour i = l,...,n]=> B k 9; 

ii’) Pour i = 1,. . .,n, il existe hi E Ai tels que vi k hi et 

b) la relation binaire *’ z R 
i=l i ” admet une ” fl Ai-interpolation”, i.e. que 

i=l 
les affirmations suivantes sont équivalentes pour tous les énoncés CP et $J de L: 

if*) [AR~B pour un i E {l,. . .,n} et A k ~1 => B t= 9; 

i P) Il existe 0 E : A i telque qkcH=$~. 
i=l 

Si 1 ‘équivalence entre if) et ii*) demeure lorsque les 0. 
1 

sont des ensembles d’énoncés, ce théorème d’interpolation “généralisé” donne 

et 

lieu à un théorème de préservation (%niforme'*) , i.e. à l’équivalence entre les af- 

firmations suivantes, où T est un ensemble quelconque d’énoncés de L: 

P) [Ai~i~ et Ai b T pour i = l,...,nl => B k T; 

ii*“) Il existe T’ C : Ai tel que T f T' . 
i=l 

Une remarque analogue vaut pour P) ii?) . 

Les théorèmes d* interpolation (binaires) connus ont souvent cette propriét é 

(et plus encore) d’induire un théorème de préservation uniforme. Notre premier ré- 

sultat permettra d’obtenir automatiquement les combinaisons du premier type d’une 

bonne part des théorèmes d’interpolation et de préservation classiques. La partie 

a) du problème formulé plus haut nétant pas essentiellement différente lorsque les 

relations de départ sont (ce qu’on appellera) lnitl)-aires pour des entiers posi- 

tifs n. 1 quelconques, on se placera d*emblée dans ce contexte plus général. 

La terminologie et les résultats de C4l fournissent un cadre approprié à 

notre étude, une fois qu’on a généralisé les définitions (dans le sens suggéré par 
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Volger lui-même à la dernière section de 141) et relevé quelques faits: 

1) Une &-On (ntl) -C&e (n 2 1) 432&~ &A &CkuCXuA~ (pour L) est 

ici une relation binaire entre, d’une part, les n-uples de structures et d’autre 

part les structures. Pour simplifier, on écrira l?<~i>~=l E <~i>~=l?~ (respective- 

ment “<A . > n 
1 i=l 

Si <B.> n ff 
1 i=l ’ 

“<A > i y& 1 <qi>yzl” ) PlutÔt que “Ai f Bi (respective- 

ment Ai 2 Bi, Ai k hi) pour i = 1, . . . , nfl . Toute relation entre les structures 

sera Supposée fermée pour les isomorphismes, i.e. [<Ai>~_~ RB, CA.> n h <B.> n 
i i=l i i=l 

et B s BT] => <~~>y_~ RI?*. Si R est une relation (ntl) -aire entre les structu- 

res et B est une structure, on notera R -l(B) la classe des n-uples <Ai& 

tels que <A.& RB. 

Si Rlj . . . . R m sont des relations respectivement 

aires sur les structures et n=n 1 t . . . tn m’ on notera <R > m 
i i=l la relation 

(n+l) -aire définie par 

nt . . .tn. n 
CA.>. <R > i y-1 B ssi <A.>. 

1 1 

JJ=i - 
R.B pour i = l,...,m 

J J~Iloi-...i-~i_~i-~ 1 

où n = 0. 
0 

Les k&k.%k~ti (ntl) -&a CY&X &A Enuncti (de L) sont définies et 

traitées de façon analogue. On les notera r OU ri. 

Toute relation R (respectivement F) entre les structures (respecti- 

vement les énoncés) donne lieu à une relation de même arité sur les énoncés (resp. 

les structures), notée C-+ RI (resp. [-+ I’]), définie par 

(resp. <A > i F_I C+‘TIB SS~ [<Ai>y_l k <~i>~ 1 Z et <qi>t 1 Iy.Kl => B p 9). 

L’opérateur C-+-l détermine la connection de Galois (des relations (ntl) -aires sur 

les énoncés vers les relations (ntl) -aires sur les structures) suivante: 

R c b- r] ssi - r & c+ RI. 



1 7 8  

O n  v é r i f i e  s a n s  d i f f i c u l t é  q u e  C - +  <  T I I  2  + - + l ~ ~ _ ~  e t  q u e  

[+ [-+ < >  y  $ 1  c  < [ +  [ + ] ] > m  c  I I - +  + l > m  1 .  Z  -  - j _ = l  -  i = l  

3 )  L a  & N Y n t i C  & M n W J 2 W Z  I F  d e  R  e s t  l a  r e l a t i o n  s u r  l e s  s t r u c t u -  

r e s  d e  m ê m e  a r i t é  q u e  U  d é f i n i e  p a r  

<A 7 i n 1 R*B ssi il existe <Ai$ 1 et B’ tels que <A./& i <Ai& RB’ z B. 

R e m a r q u o n s  q u e  [ +  K J  =  [ +  I ? * l ,  d ’ o ù  I ? *  5  C +  C - +  W I ,  e t  q u e  ( ‘ ~ i > ~ _ ~ ) *  5  < R : $ _ I  l  

R  e s t  d i t  & X I I I E  P U L L &  & h  u L I % p ~ ~ d u , L &  s i  p o u r  t o u t  u l t r a f i l t r e  D  s u r  

u n  e n s e m b l e  K ,  o n  a  

k n  k  
p o u r  t o u t  k  E  K J  = >  < R ~ A ~ L _ ~  R ( n D B  ) ,  

o ù  T A  D k ( r e s p .  n D B k )  e s t  l % l t r a p r o d u i t  d e s  A! (resp. Bk) sur D. On défi- 

n i t  d e  f a ç o n  a n a l o g u e  l a  f e r m e t u r e  p o u r  l e s  u l t r a p u i s s a n c e s .  

4 )  P o u r  l e  r e s t e  d u  t e x t e ,  t o u t  e n s e m b l e  d % n o n c é s  n o t é  A  o u  A i  s e r a  

s u p p o s é  c o n t e n i r  u n  é n o n c é  v a l i d e .  S i  A l , . . . , A n  s o n t  d e s  e n s e m b l e s  d ’ é n o n c é s ,  o n  

n o t e r a  i n t < A  >  n  
i  i = l  l a  r e l a t i o n  ( n + l ) - a i r e  s u r  l e s  é n o n c é s  d é f i n i e  p a r  

<V ’ i  y _ l  i n t K A . 7  n  
i  i = l  +  s s i  1  * a f f i r m a t i o n  i i . ‘ )  e s t  v é r i f i é e .  

O n  a  b i e n  s 0 r  x i n t  A . ‘ ?  C  i n t < A . 7 n  
1 1=1 f 1  i = l  

e n  g é n é r a l ,  m a i s  a s s e z  c u r i e u s e m e n t  

[ +  i n t x A . 7 n  i  i = l  1  =  + +  i n t  A i l ?  
1 = 1  

( e n  u t i l i s a n t  l e  ‘ f a i t  q u e  c h a q u e  A i  c e n t  i e n t  u n  

é n o n c é  v a l i d e )  .  

O n  d i r a  q u ’ u n e  r e l a t i o n  ( n + l ) - a i r e  R  & ? ~ t i  u n e  < A i > ~ z I - i - t i ~ ~ U U U n  

( r e s p .  u n e  < A  7  i  ? & . t i ~ p u l k . L i u n  d u & & . )  s i  I I +  R I  =  i n t < A i > T _ l  ( r e s p .  

R *  z  [ +  i n t < A  m i  7  : = l J l  a  V h y p o t h è s e  d e  l a  p r é s e n c e  d ’ u n  é n o n c é  v a l i d e  d a n s  c h a q u e  A i  

p e r m e t  ( à  p e u  d e  f r a i s )  d % v i t e r  l a  p o s s i b i l i t é  g ê n a n t e  d e  l ’ e x i s t e n c e  d ’ u n e  s t r u c -  

t u r e  A l  p o u r  l a q u e l l e ,  p a r  e x e m p l e ,  A l  i =  - J O  p o u r  t o u t  C J  E  A l ,  c e  q u i  i m p l i q u e -  

r a i t  t r i v i a l e m e n t  <A > i  T _ l  L +  i n t < A i > y _ l I B  p o u r  t o u t e s  l e s  s t r u c t u r e s  A Z , .  .  . , Q B .  

U n e  a p p l i c a t i o n  r é p é t é e  n  f o i s  d e  l ’ a r g u m e n t  h a b i t u e l  d e  c o m p a c i t é  e m p l o y é  d a n s  l e  



lemme 3.2.1 de Cl1 permet de voir que si I?* = C-+ int~Ai$l et que chaque Ai 
n 

est fermé pour les disjonctions, alors R est ( U Ai )-uniforme, i.e. pour tout 
i=l 

ensemble d'énoncés T, Vaffirmation 

bA i>~lRB Z et A.=T pour i=l,...,nl=>B!=T 
1 

est équivalente à l'affirmation ii*!*) plus haut. Le mEme genre de raisonnement im- 

plique aussi que, dans les mêmes hypothèses sur I?* et les A. 
1' 

on a 

int<A .>n 
1 i=l = C-+ C-+ int<A&ll. OTI en tire que si Al,...,A sont des ensembles 

n 

d'énoncés fermés pour la disjonction et la conjonction, alors la <Ai>yzl-interpo- 

lation forte implique la <Ai?l-interpolation. 

THÉORÈME 1. soi.eti ul,...,um ch &.eLalXonb MApetivemeti (nl+l)-,... 
m 

u i admet une 
- 

i = l,...,m, &OU 

<R?> m 
1 i=l l 

n. 
PREUVE. a) L'hypothèse implique que &~?_l = ++ int<A% 1 ]>y 1, et par 4), 

. no 
JjZl z 

m on a c[+ int& ' ]X 
j j=l l=l 

= [-+ int<<A'> _ j yil$ .$, d'où le résultat par définition de = 

15nterpolation forte. 

b) Par a), il suffit de montrer (+). On montre par exemple que Rî = 

[-+ int<A1>nl 1 Soit j j=l l . n 
<A'?' 
j j=l 

[+ int<A'? IB 

<A% i 
.njj=l l 

Par hypothèse, il existe, pour 

tels que <A?> ’ [+ int<A% 

n 
i = 2,...,m, ' 

. n. j j=l 

[+ j_ntccAi>ni m 

J j=l l n Jj=l 
IB. On en déduit que 

<<Al> 
1 

j >m jzl -izl j j_I>i_IIB, d'où C<A:>.~ >y (<Ri$ l)*B, 
J J=l l=l = 

<<A'> 
l Tli 

j 
>m 

jzl -j_zl 
<R*> m B 

j_ -i_zl 1 et donc en particulier CA;>?~ RîB. L'inclusion inverse 

se déduit de la même manière. 
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i = 1, 

c) CII doit montrer que <Ri?1 5 (<I$?_l) *. Soient donc3 pour 
l n. . n. 

<A’> 1 
<B'> 

1 
9% j jzl' j jzl' Bi et B tels que 

. n. . n. 
<A’> 1 

j j=l 
E <B'> ' l?B =B. 

j j=l i i 

Le théorème d*isomorphisme de Keisler-Shelah (El], théorème 6.1.15) impli- 

que qu’il existe un ultrafiltre Dl tel que nD Bl h nD B2. Comme les R. sont 
1 1 

1 

fermés pour les isomorphismes, on a donc 

xrD Bi>y!l l$(rD B2) et 
1 - 1 

KIT~ B$ 
1 - 

f$(rD B2). 
2 

De mZ?me (si m > 2), puisque BS f B 2 B2 E +rrD B2 , il doit exister un 
2 

ultrafiltre D2 
te1 que TD2B3 

N rD (T B ), 
2 Dl2 

d’où on a 

MT~ (T B!)> 
nl 

2 Dl J j=l 
, <rD (T B!) > 

n2 
2 Dl J 

B3>n3 
j=l ’ “D2 j j=l M?l,l?2,1?3>(~D B3). 

2 

En continuant de cette façon, on voit qu’il doit exister des Ci et un ultrafiltre 

D m 1 tels que 

. n. n. 
<<AI> 1 

j 
>m 

jzl izl 
z <<Ci> 

j 
l >m 

jzl i_zl 4 >m (Tr i i=l D BL 
m-l m 

Comme rD Bm : Bm f B, on a le résultat cherché. 
m-l 

Remarquons qu’une bonne part des relations binaires donnant lieu à des 

théorèmes de préservation %lassiquesl’ admettent des A-interpolations fortes et 

sont fermées pour les ultraproduits (et donc en particulier pour les ultrapuissan- 

ces). Ceci provient en partie du fait que le passage aux ultraproduits préserve 

1 es homomorphismes, les surjections et les plongements. Les inverses des relations 

*‘image homomorphe*‘, Yimage endomorphe**, **sandwicheslV, Vétraction9’, ?ous-struc- 

turcs”, *‘facteur direct*’ (voir cl], [3l) sont des exemples de telles relations. 

Comme exemple de relation (ntl)-aire avec n > 1 admettant une <Ai?l-interpo- 

lation forte et fermée pour les ultrapuissances mais non construite à partir de re- 

lations binaires, mentionnons pn définie par <Ai>~=~ pnB ssi B GZ A$(.. .xAn. 

Ceci découle des observations de II41 à propos des travaux de LW. 



Toutes ces relations peuvent donc &re Combinées entre elles pour produire 

des théorèmes d f interpolation et de préservat ion uniforme. Comme exemple d’applica- 

tion, on considère les relations % et définies par AKIB ssi B est sous- 

structure (sous-entendu: à un isomorphisme près) de A et AR2B ssi B 

image homomorphe de A (i.e. il existe un homomorphisme (au sens de Dl ) surjec- 

tif de On sait que fermées pour les ultrapuissan- 

ces et tent r espect ent des *1=- 
AZ-interpolations fortes, où *1 est 

l’ensemble des énoncés universels et A2 celui des énoncés positifs. Si T est 

un ensemble d’énoncés, la classe Med(T) des modèles de T est dite @!?Gk ~0~4 

&Q &&~titiu~ si tout homomorphisme entre modèles de T a son image dans 

Med(T) . Clairement cette condition est équivalente à 1 f implication: 

CAI,A2 I= T et ~AI,A24?I,I?2~Bl => B l= T. 

On obtient ainsi la partie finitaire du théorème 2.9 de [3l et le théorème de pré- 

servation de C2l (qui découle en fait du théorème de r_31 dans’ LU J: 
1 

COROLLAIRE. ti dti Enwzc65. 

ii) m.2 que 

Pour combiner de 1 ‘autre manière les théorèmes de préservation (ou d’in- 

t erpo lat ion) , les choses ne vont pas aussi aisément. Il ne semble pas y avoir de 

façon automatique, par exemple, de déduire le fait que Wod(T) est fermée pour les 

sous-structures et les images homomorphes ssi T est équivalent à un ensemble 

d%noncés universels-positifs’* des théorsmes de préservation pour les sous-structu- 

res et les images homomorphes. Le prochain théorème établit une condition 
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nécessaire et suffisante pour combiner les théorèmes d?nterpolation (tTforts’l ou 

non) ; sa vérification n’est cependant pas, en général, aussi aisée que celle de 

fermeture pour les ultrapuissances du Théorème 1. On se limitera aux relations bi- 

naires. 

5) Si ?$,...& sont des relations binaires sur les structures, on dé- 

finit : R i (resp. : U.) par 
i=l izl IL 

n 
A U air 

i=l 
ssi A~i~ pour tout ic {l, . . .,n} 

n 
(resp. A U air 

i=l 
ssi A~i~ pour un i E {l,. , .,nj). 

n n 
Remarquons que U IZc = ( 1 Ri) * . 

i=l i=l 

On définit de façon analogue E lY 
i=l i et : r i pour des relations bi- 

i=l 
naires r i entre les énoncés. 

n 
On vérifie sans difficulté que c-+ z 1 = : C+l et u C+l 5 b i 1 . 

i=l i=l i=l i=l 
n 

Si Al,. ..,An sont des ensembles d’énoncés, on a Finclusion int n A. c 

i int A 
i=l l- 

i ’ qui devient une égalité si et seulement si la condition suivante est 
i=l 
réalisée: 

u-l si oi E Ai pour i = 1,. . .,n, il existe o c n 
i=l 

Ai tel que 

cl1 A . . . A on k CJ i= CJl v . . . v on . 

n n 
On peut également montrer que m => 1 C+- int AJ = IL+ n int AZ 1 = 

I i=l I 

II+ int : Ai]. 
i=l 

i 1 

THÉORÈME? 2. suhzt du 

Al >***9 A n 
C~LX~U~ i E {l,...,n}, Ri ad- 

n 

cunjumtiuti t3t .l!eh dhjunc- 
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PREUVE. Par 5) et l'hypothèse, on a 

n n n 
int fl Ai~ n int Ai = fl C+ kil = c-+: Ul 

izl - izzl i=l i=l 
1' 

Où c - est une égalité ssi (i) est vérifiée. Ceci montre la première partie. 

La dernière affirmation découle de 5) et du fait que si A est fermé 

pour les conjonctions et les disjonctions, la A-interpolation forte implique la 

A-interpolation (voir 4) ). 

On a déjà vu qu'une A-interpolation forte induit une A-préservation uni- 

forme si A est fermée pour les disjonctions, d*où la vérification de (t) suffit 

pour combiner des théorèmes de préservation provenant de théorèmes d'interpolation 

"forts? 
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