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SUR LE CHAOS MULTIPLICATIF

Jean-Pierre Kahane

1. Historique et introduction. Chaos additif et chaos multiplicatif

Les phénomdnes chaotiques sont intervenus depuis longtemps en physique,
avec la thermodynamique statistique d'une part, la turbulence d'autre part. C'est
d la thermodynamique que se rattachent les travaux d'Einstein sur le mouvement
brownien. La théorie du mouvement brownien - mouvement irrégulier de particules en
suspension dans un liquide, sous 1'influence des chocs mol&culaires - donnait un
accds 3 la mesure des masses des atomes, et donnait la premi8re preuve expérimentale
de leur existence. Cela a &té, suite 4 la suggestion d'Einstein, le travail de Jean
Perrin. Ce travail - qui devait valoir 3 Perrin le prix Nobel - se trouve magnifi-
quement exposé dans le livre Les atomes, dont la premi&re &dition (1913) suit de
tréds peu la thése de Perrin. Dans la préface de ce livre, Jean Perrin, partant de
la thermodynamique, développe 1'idée que la mati&re a une structure totalement dis-
continue (au sens oli 1'ensemble de Cantor est un ensemble totalement discontinu),
ou tout au moins "infiniment granuleuse", "indéfiniment spongieuse", "indéfiniment
différentiée", et il &€met 1'idée que les courbes continues sans tangente en aucun
point inventées par les mathématiciens rendent bien compte de 1'allure des trajec-

toires du mouvement brownien.

Les remarques de Jean Perrin ont &t& tr&s souvent citées par Norbert
Wiener. Elles contenaient un programme de travail auquel Wiener s'est attaché entre

1920 et 1933: donner un mod&le du mouvement brownien, sous la forme d'une fonction



Jean-Piee Kahane 107

de deux variables, X(t,w), oi t représente le temps et w le hasard, rendant
compte des propriétés du processus naturel (pour chaque t, X(t,») est une varia-
ble gaussienne, et les accroissements futurs sont indépendants du passé); prouver
qu'il en existe des versions presque sQirement continues (c'est-d-dire que X(t,w)
est fonction continue de t pour presque tout w), et presque sfirement nulle part
dérivables. La fin de ce programme (prouver que presque sfirement X(t,w) n'est
dérivable en aucun point) a &té réalisé grice 3 une confluence entre l'oeuvre de
Wiener et celle de Paley et Zygmund sur les séries de Fourier 3 coefficients aléa-

toires (1932) [18].

Au sens des distributions de L. Schwartz, la dérivée E% X(t,w) existe
presque sfirement, et ce n'est pas une mesure. Cette distribution al8atoire, appli-
quée 3 une fonction f ¢ P (classe de Schwartz), donne une variable alatoire
gaussienne centrée dont la variance est J ]f]2 . Appliquée & des fonctions 2 sup-
ports disjoints, elle donne des variables al€atoires ind&pendantes. Sa loi est in-
variante par translation. Cette distribution brownienne est essentiellement ce que

N. Wiener appelle le chaos homog&ne pur sur la droite R .

Dans sa théorie du chaos homogéne (c'est-d-dire dont la loi est invariante
par translation), Wiener considére, de mani&re trés générale, un processus indexé
par une famille de bor€liens de ®". Le chaos brownien (""'chaos pur" de Wiener) as-
socié & tout borélien de mesure de Lebesgue m finie une variable gaussienne cen-

trée dont la variance est m.

Généralement, le chaos brownien associ& & un espace mesure (E,u) est un
opérateur linéaire et isométrique de LZ(E,u) dans un espace de Hilbert ¥ de va-
riables al€atoires gaussiennes centrées; c'est un processus gaussien généralisé,
dont la corrélation n'est pas une fonction, mais une mesure portée par la diagonale
de EXE, & savoir 1'image de la mesure u par 1l'application t + (t,t). C'est 3
partir de 13 que Wiener construit les chaos polynomiaux, qui prennent leurs valeurs

dans des puissances tensorielles de ¥, et qui permettent 1l'approximation de proces-

sus plus généraux. Dans la thé€orie du mouvement brownien sur la droite, il est
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commode de partir du chaos brownien - au lieu de 1'en dériver - ; c'est 1l'approche

de Kakutani.

En ce qui concerne la turbulence, Wiener déclare, i la fin de son mémoire
sur le chaos homog&ne, qu'une nouvelle avancée de la théorie est nécessaire ("the
demands of chaos theory go considerably beyond the best knowledge of the present

day'') (1938) [22].

Il n'existe pas encore de modéle mathématique de la turbulence unique et
universellement accept&, comme c'est le cas pour le mouvement brownien. Depuis un
sidcle (J. Boussinesq 1877, 0. Reynolds 1883) il y a interaction constante entre
1'observation (&coulements dans des tuyaux, fumées, turbulence atmosphérique), la
création de mod&les physiques (distinction des &coulements laminaires et turbulents,
r6le des zones tourbillonnaires dans le transfert de l'énergie, &chelles de turbu-
lence, approche statistique - tout cela dft essentiellement, autour des années 1920,

d 1'&cole anglaise: G.L. Taylor, L.F. Richardson,...), et les mod8les mathématiques,
issus ou non des équations de Navier-Stokes. Ce foisonnement apparait bien dans

1'exposé de J. Kampé de Fériet sur la période 1920-1945 [81.

Autour de 1940, c'est 1'école russe qui apporte les contributions mathéma-
tiques essentielles, en &tudiant le champ des vitesses dans un écoulement turbulent
comme un champ al8atoire (A.N. Kolmogorov, A. Obukhoff,...), et en déduisant d'hy-
pothéses gdométriques simples la distribution de 1'énergie selon le spectre et au
cours du temps [9], [101, [11], [17]. En 1961, Kolmogorov et Obukhoff reviennent

sur le sujet en &tudiant la distribution de la dissipation de 1'énergie

du du,}2
v o B
€=_zz—+
2 o8 Bxs §xa

(ol v est la viscosité, (ul,uz,us) les composantes de la vitesse). C'est une
grandeur positive aléatoire, dont on &tudie les moyennes €, spatiales sur des pe-
tites boules de rayon r . Le modele est donc une mesure aléatoire. Kolmogorov
fait explicitement 1'hypoth&se de la normalité de log €, quand T est petit, et

suppose aussi que la variance de log € est O(log 1/r) [12].
r g
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Ce modéle n'a pris forme qu'en 1971, avec 1'exposé par B. Mandelbrot d'un
mod&le limite-log normal. En effet, 1'hypoth&se de log-normalité stricte est "in-
tenable". B. Mandelbrot a 1'idée de définir la mesure al€atoire € comme limite
d'une martingale. Il part d'un processus gaussien dont la densit& spectrale est
u/2k lorsque ke [1/A,1/L]1, et O ailleurs, prend son exponentielle normalisée
pour que la valeur moyenne soit 1, et fait tendre A vers 0. Selon la valeur du
paramdtre u (U < 6 ou u > 6) la mesure limite est non dégénérée, ou dégénérée
[13]. Cette approche par les martingales et cette discussion, comme nous le ver-
rons, sont parfaitement correctes, mais leur justification n'est pas &vidente. L'in-

térét du mod&le n'est d'ailleurs pas limité & la turbulence.

Un mod&le discontinu a &té &laboré par B. Mandelbrot en 1974, puis &tudié
par J. Peyri2re et moi-méme [14], [19]1, [3], [15], [6]. 1I1 s'agit de multiplica-
tions aléatoires itérées, sans hypoth&se de log-normalité. Dans le cas log-normal,
cela donne le premier exemple parfaitement d&fini de chaos multiplicatif dans le

sens que nous développerons.

Venons-en donc au chaos multiplicatif. Le chaos brownien, que nous avons
défini tout & 1'heure, peut aussi s'appeler chaos additif: il apparait comme limite
quand on ajoute des mesures aléatoires indépendantes (par exemple, comme limite de

N .
L X Ejst , quand (E,u) est un espace de probabilit&, que les tj sont distri-

W

buéslau hasard sur E, indépendamment les uns des autres, avec probabilité u, et
que les Ej sont +1 ou -1 avec m@me probabilité 1/2, indépendants les uns des
autres et indépendants des tj ). Le chaos multiplicatif apparaft comme limite
quand on multiplie des poids al€atoires indépendants. Ainsi - comme nous l'avons

vu - le chaos additif opgre sur des fonctions. Le chaos multiplicatif, lui, opére

sur des mesures.

L'hypoth&se de log-normalité de Kolmogorov doit s'interpréter ainsi: le
chaos multiplicatif généralise les exponentielles de processus gaussiens. Il opdre
sur les mesures de Radon O portées par un espace T localement compact et métri-

sable, et il les transforme en mesures aléatoires S portées par le support de o,
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de telle sorte que pour chaque compact K 1la variable al&atoire S(K) prenne ses
valeurs dans le c8ne fermé de LI(Q) engendré par les variables aléatoires ex

Xed).
L'exemple de base est le poids aléatoire
P(t) = exp(X(t) - EX*(1)),

oli X(t) est un processus gaussien indexd par T, 3 valeurs dans ¥, dont la cor-
rélation est

p(t,s) = EX(t)X(s).
I1 opére par multiplication sur o; ainsi S = Po. La normalisation de P donne
ES(K) = o(K)
la loi de 1'opérateur P ne dépend que de la fonction de type positif p(t,s).

Si on donne une suite de poids aléatoires indépendants .Pn(t), correspon-

dant 4 des fonctions de type positif pn(t,s), on leur associe les produits

Qn = P1P2...Pn .

Pour chaque o et chaque K, an(K) est une martingale positive, dont on désigne

la limite par QU(K). On se demande si Q est dégénéré (c'est-d-dire Qo = 0 pour

tout o) ounon. Si Q n'est pas dégénéré, c'est 1'opérateur de chaos multiplica-

tif associé€ 3 la suite pn(t,s), et on se propose alors d'étudier ses propriétés,

Comme Qn correspond d la fonction

n

q,(t,s) = E p; (t,9)
il est naturel d'associer & Q 1la fonction
5]
q(t,s) = Z p.(t,s)
i7J

quand elle existe. Il en est ainsi quand les pj(t,s) sont positives; nous dirons
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alors que q(t,s) est de type O-positif. On verra que, dans ces conditions, la
loi de Q ne dépend que de q(t,s) (et non de la décomposition en somme infinie

de fonctions positives de type positif).
Si E est Rd euclidien, on peut choisir

+ 1
q(t,s) = u log ']—t-:—s-l— + 0(1)

ol | | désigne la norme euclidienne, et u un nombre > 0. Les propriétés de Q
dépendent alors du param&tre u. Nous ﬁerrons que Q est dégénéré quand u > 2d,
et plus généralement que Q0 = 0 si %- dépasse la dimension du support de o. Au
contraire, tout compact dont la dimension est strictement supérieure & ~% porte des
mesures o telles que QU % 0, et nous serons en mesure d'étudier la régularité de

Qo quand on connait celle de 0o, la dimension des boréliens qui portent QU et

1'existence de moments E(QU(K))P.

Ce dernier exemple est convenable comme mod&le de la turbulence isotrope.
Dans le cas anisotrope, il faut d'autres distances que la distance euclidienne.
Nous verrons comment traiter les distances dont le carré est une fonction de type

négatif donnée,

2, Notations, formules et problémes

(2,A,P) est un espace de probabilité sans atome.

# est un sous-espace fermé de 1l'espace réel LZ(Q), de dimension infinie,
constitué de v.a. gaussiennes réelles centrées, ék est 1l'ensemble des ex Xel)
et F(ema le cBne qu'il engendre, Fp(éK3 est 1'adhérence de ce cbne dans LP(Q)

(1sp<,

T est un espace métrisable localement compact, M+(T) est le cOne des

mesures de Radon positives portées par T.

p(t,s) (et de méme ensuite pn(t,s)) est un noyau réel de type positif,

continu sur TXT . C'est donc la corrélation d'un processus gaussien réel X(t,w),



112 Sur Le chaos multiplicatif
qu'on notera aussi X(t), 3 valeurs dans ¥ pouf tout t e T:

(n p(t,s) = E X(t)X(s).

On associe au processus X(t) le poids

&) P(t) = exp(X(t) -4EX’(1)) = exp(X(t) - ip(t,t))

qui opére par multiplication sur les mesures O e M+(T). Comme la loi du processus
X(t) ne dépend que de p(t,s), il en est de méme pour la loi de P(t). Remarquons

la normalisation

(3 E P(t) = 1

poﬁr tout t e T. Voici quelques autres formules utiles.
Soeit h >0, On a

) EC(t)" = exp(3(h?-m)p(t,t))

et, en prenant la dérivée pour h = 1,

(5) E(P(t) log P(t)) = ip(t,t).
Soit maintenant t e T, s e T. On a

(6) E P(t)P(s) = exp p(t,s).

Généralement, si tj eT, j=1,2,...,n , on a

N E P(t))P(ty)...P(t) = exp lstkSn p(tj,tk).

Etant donné o ¢ M+(T), posons S = Po, Pour tout compact K dans T, on a

(8) E S(K) = o(K)
©) Es(K)? = f sz exp p(t,s)do(t)do(s)
(10) E(S(K))" = j e j Lexp ] P(ty,ty)dot)) .. .do(t ).

K 1<j<ks<n
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Si p(t,s) = pl(t,s) + pz(t,s), on peut décomposer ¥ en somme hilbertien-
ne Wl ® ﬂé telle que la projection Xj(t) de X(t) sur 13 ait pour corrélation
pj(t,s), et ainsi décomposer P(t) en un produit Pl(t)Pz(t) de facteurs indépen-
dants. Ainsi Pj(t) est 1'espérance conditionnelle de P(t) par rapport 4 la

sous-tribu de A engendrée par les éléments de ﬂ5 (en bref: par rapport & MG).
Etant donné une suite pn(t,s) (n=1,2,...) on pose
(11) q,(t,s) = (p; + p, + ... + pI(t,s)

et, si les pn(t,s) sont des fonctions positives,

(12) a(t,s) = J p(t,s).
n=1

Dans ce cas, on dit que q(t,s) est un noyau de type o-positif. On associe aux

noyaux pn(t,s) des processus Xn(t) indépendants, et on pose

(13) Y () = (X + ...+ XJ(E)
(14) Qn(t) = (PIPZ...Pn)(t).
Ainsi

(15) E Y, ()Y, (s) = q(t,s)
(16) Q1) = exp(Y (1) - dq (t,0).

Etant donné © ¢ M+(T), posons Sn = an. Pour tout compact K dans T, on a

d'aprés (3)
(17 E _15,(K) =8 (K

otl ‘En-l désigne 1'espérance conditionnelle par rapport aux Xj(t) G =1,2,...,
n-1; t e T). Donc Sn(K) est une martingale positive. Elle converge presque s{i-
rement vers une v.a. positive que nous désignons par S(K). On vérifie facilement
que S(K) est 1'intégrale sur K d'une mesure aldatoire S, et on pose S = Q.

est un opérateur linaire défini sur M’ T). S'il n'est pas dégénéré
P p g
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(c'est-d-dire Qo = 0 pour tout 0©), c'est par définition 1'opérateur de chaos
multiplicatif associé i la suite Pn(t). Sa loi est donnée par la distribution
join;e des st(Kk) (k = 1,2,...,£) pour toutes les suites finies de mesures O
et de compacts Kk' Elle ne dépend que de la suite des noyaux pn(t,s). La solu-
tion des quatre probl&mes qui suivent ne d&pend donc que de la suite pn(t,s), et
de la mesure o. On supposera toujours ¢ # 0, et K représentera un compact

dans T.

PROBLEME 1. D'aprds la loi du zéro-un, ona S = 0 p.s. ou S30 p.s.
Dans le premier cas, on dit que Q est dégénéré en 0. A-t-on S = 0 p.s,

(degénnescence) ou au contraire S $ 0 p.s. (non-dégénérescence)?
Remarquons que dans tous les cas on a

(18) E sn(K) = o(K)

(19) E S(K) < o(K).

Posons oo(K) = E S(K) et ol(K) = o(K) - oo(K). On décompose ainsi o en somme

0, * 0y de deux mesures, telles que

(20) E Qo (K) = 0,(K)

2n E Qo (K) = 0

pour tout K. Dire que Q est non dégénéré en o, c'est dire que 9, $ 0.

PROBLEME 2. Convenons de dire que Q est fortement non dégénéré en o
si E Qo(K) = o(K) pour tout compact K. D'aprds la remarque ci-dessus, Q est
non dégénéré en 0 si et seulement si Q est fortement non dégénéré en une
Oy, £ 05 &o $ 0. D'aprds la théorie de la convergence des martingales positives
dans Ll(ﬂ), le probleme de non-dégénérescence au sens fort peut se poser d'une des
manidres &quivalentes qui suivent:

a) a-t-on, pour'tout K, B S(X) = o(K)?

b) a-t-on, pour tout K, convergence de Sn(K) vers S(K) dans Ll(Q)

(donc dans T (&9)?
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¢) existe-t-il, pour tout X, une fonction positive £(x) définie sur

R", telle que 1lim x1 f(x) = », et
X->0

(22} E £(S (K) = 0(1) (n » ©)?

PROBLEME 3. Si une martingale positive converge dans LICQ), elle converge
aussi dans LP(Q) si et seulement si sa limite appartient & Lp(ﬁD (p>1). Le
probléme des moments d'ondie p (p > 1 donné) se pose donc sous les formes &qui-
valentes que voici:

a) a-t-on non-dégénérescence forte de Q en o, et, de plus,

E(S(K))P < » (c'est-i-dire S(K) e TP(6)) pour tout K2

b) a-t-on, pour tout K, convergence de Sn(K) vers S(K) dans LP(Q)

(donc dans PP(QHS)?

¢) a-t-on, pour tout K,
(23) E(s,(x)P = o(1)7

PROBLEME 4. S est limite de mesures Sn absolument continues par rap-
port & o; elle est donc portée par le support de o, mais elle n'est pas, en géné-
ral, absolument continue par rapport & 0. D'aprds la loi du zéro-un, la probabi-
1it& qu'il en soit ainsi est z&ro ou un. Si S est p.s. singulidre par rapport i
0, on peut &tudier comment S est diffuse ou concentrée. Par exemple, quand T
est muni d'une métrique, & quelles classes de HYlder appartient S (probldme de
la diffusion)? Quelle est la borne inférieure des dimensions des boréliens sur les-
quels S est concentrée (probl¥me de la concentration)? Nous ne répondrons au pro-
bléme de la diffusion qu'd8 € prds, c'est--dire en ndgligeant une partie de §

arbitrairement petite.

Jusqu'd présent, nous avons associ€ la loi d'un chaos multiplicatif 3 une
suite de noyaux de type positif pn(t,s). Considérons maintenant un noyau de type
o-positif q(t,s) comme en (12). Il admet une infinité de d8compositions du type
(12), et & chacune d'entre elles correspond une loi de chaos multiplicatif; il

n'est pas &vident - mais il est heureusement vrai - que cette loi ne dépend que du
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~

noyau q(t,s). Nous aurons donc & examiner le probl&me suivant,

PROBLEME 5 (probléme d'unicitf). Etant donné une suite de noyaux positifs
de type positif pn(t,s), est-il vrai que la loi du chaos multiplicatif associé ne

dépend que de la somme des pn(t,s)?

La réponse, nous l'avons dit, est positive, et c'est le théordme principal
de la théorie. D&s lors, on peut parler de la loi du chaos multiplicatif associé &

un noyau de type o-positif q(t,s), et étudier comme elle dépend de ce noyau.

PROBLEME 6 (probléme de comparaison). Chacun des problémes 1, 2, 3 admet
une réponse '"oui" ou 'non" quand le noyau q et la mesure O sont donnés. Comment
cette réponse dépend-elle du couple (q,0)? Plus précisément, améliore-t-on la ré-
ponse si on diminue q? si 1'on contracte o? (la "contract@e' d'une mesure &tant,
naturellement, 1'image de cette mesure par une contraction de 1'espace, supposé

muni d'une métrique).

En particulier, on peut se borner 3 des couples de la forme (uq,0), ol

q et o sont donnés, et u est un paramétre.

PROBLEME 7 (dépendance du param8tre u). Dé&cider, autant que possible,

des réponses aux problémes 1 & 4 en fonction de wu.
Lorsque T = R’ euclidien, on peut choisir

(24) a(t,s) = log" Tier + O(1)

et aussi, si 1'on veut,

(25) q(t,s) = log' TE%ET si |tes] <1
oi | | représente la norme euclidienne. Une manidre simple d'obtenir (24) est de
choisir

2
(26) q(t,s) =} r oYlt-sl Q_}z,;
: 1
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n'importe quelle décomposition de 1'intervalle d'intégration en intervalles

[an,a [ fournit une décomposition en somme de la forme (12). Pour obtenir (25),

n+l
on remplace (26) par

(27 alt,s) = f«»cylt-sl) %
1

ofi ¢(]t]) est une fonction positive de type positif & support compact, convenable-

ment normalisée.

Les formules (26) et (24) peuvent se généraliser hors du cadre euclidien.

Posons
(28) Lx) = r e VX LY

1 y
On vérifie tout de suite que
(29) 0<2x) s3 (x>0

1
(30) /z(x)-10g-1-=re’yx91-F(1-e‘yx)i‘l (0 <x<1)

. x J1 Yyl y
X
= ¢ + 0(x) (x+0)

donc
(31) £(x) = log* ;1(- + 0(1).

Soit maintenant y(t,s) wun noyau de type positif sur T, c'est-i-dire une fonction
continue sur T2, positive, nulle sur la diagonale, et vérifiant de plus 1'une des
conditions &quivalentes suivantes:

a) e’ v(t,s) est un noyau de type positif pour tout y > 0

b) il existe une application continue 6 de T dans un espace de
Hilbert telle que U(t,s) = [|8(t) - e(s)ll2 (carré de la norme hilbertienne)

c) quels que soient les scalaires c 1S de somme nulle et les

100"
points de T, tl,...,tk,sl,...,sk, on a

(32) ) ci'c'j, V(g8 <0
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(la théorie de ces noyaux est essentiellement due & I. Schoenberg [21]; leur rdle
en probabilités a &té dégagé par Khintchin et par Paul Lévy; leur r6le en analyse,

et le qualificatif "défini négatif", par A, Beurling). Posons

(33) ¥(t,9) = lo(t) - e(s)li? = (dce,s))?
et
(34) alt,s) = QU(t,s)).

D'aprés a), q(t,s) est un noyau de type o-positif, et d'aprés (31) et (33) on a
+ 1
(35) q(t,s) = log d—(z—’—s—)- + 0(1).

Le cas (26) correspond i

(1]

2_v 2
(36) Y(t,s) = [t-s[ =] |tj-sj|
1

ol tj est la jléme coordonnée de t. Toujours avec T = Rv, on peut aussi
choisir

v “j
(37 Y(t,s) =} |t.-s.|

1373

ol 0 < oy < 2; c'est une conséquence du fait que |t-s|® est un noyau de type

négatif sur R ((t,s) ¢ R2) quand 0 < a < 2,

Bornons-nous désormais au cas oll y est strictement positive hors de la
diagonale de TxT. Alors (T,d) est un espace métrique localement compact. On
peut définir la dimension de Hausdorff d'une partie de T, et aussi la dimension
capacitaire des compacts de T. Rappelons rapidement les définitions. La dimen-
sion de Hausdorff d'une partie E de T est la borne inférieure des o > 0 tels
que, pour tout ¢ > 0, il existe un recouvrement de E par des boules Bj telles

que
(38) J (diam Bj)“ <e

(cette condition exprime que la mesure de E en dimension o, mequ, est nulle).
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La dimension capacitaire d'un compact K dans T est la borne supérieure des
o >0 tels que K porte une mesure de probabilité ¢ d'énergie finie par rapport

au noyau (d(t,s))'a, c'est-d-dire

(39) I (o) = I[ do(t)do(s) _
@ (act,s)®

0. Frostman a montré 1'égalité de ces deux dimensions lorsque d(t,s) est la di-
mension euclidienne. Il en est de méme quand (T,d) est un espace de type homo-
géne au sens de Coifman et Weiss [2], et il serait int&ressant d'avoir une condi-
tion nécessaire et suffisante sur (T,d) pour 1'€galité de la dimension de
Hausdorff et de la dimension capacitaire. Pour all€ger, nous parlerons de "la" di-

mension, quitte & spécifier ultérieurement dans les &noncés.

PROBLEME 8. On suppose que (T,d) est un espace métrique localement com-
pact tel que dz(t,s) soit un noyau de type négatif, et on choisit q(t,s) de
fagon 8 avoir (35). Le probl&me 4 se pose pour le chaos multiplicatif associé 3

uq(t,s) (u > 0). Discuter la réponse suivant les valeurs de u.

Observons que la condition d'énergie finie (39) est assez voisine de la

condition de HYlder
(40 o(B) < C(diam B)*

oli B désigne une boule quelconque, et C une constante indépendante de B. En
effet, (39) implique que le potentiel

(41) P(t) = f —do(s)
(d(t,s))

est borné sur un compact K qui porte la mesure o 3 e prés (o(T\K) <€),

donc 1a mesure Op = IKG vérifie (40). Inversement, si (40) a lieu, le potentiel

d'ordre o-e de O est uniformément borné, donc Ia-e(c) est finie. Il sera

commode de désigner par M;+(T) 1'ensemble des mesures O € M+(T) vérifiant la

condition suivante: pour tout € > 0 il existeun &§ >0, un C >0 et un com-

pact K tels que la mesure og = 1KG, vérifie
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(42) 0 (T) = a(K) > o(T) - ¢

(43) o (B) < C(diam B)®*S

pour toute boule B de (T,d). Ainsi, dire que la dimension capacitaire d'un com-
pact est strictement sup@rieure & o, c'est dire qu'il porte une mesure non nulle

+
de la classe Mx+(T).

3. Théorémes de comparaison et d'unicité

Le premier but de ce chapitre est de répondre au probléme 5 (probléme

d'unicité).

THEOREME 1. Etant donné une suite de noyaux positifs de type positif
pn(t,s), La Loi du chaos multiplicatif associl ne dépend que de La somme q(t,s) =

L p,(t,s).

La preuve repose sur des lemmes de comparaison qui permettent aussi de ré-

pondre au probléme 6 (probléme de comparaison), de la mani8re que voici).

THEOREME 2. En convenant que La néponse "oui" est meilleure que La né-
ponse "non", on ne peut qu'améliorern La réponse & chacun des problimes 1, 2, 3,

quand on change q(t,s) en un noyau plus petit.

THEOREME 3. Supposons . (T,d) metrique, et q(t,s) {onction déeroissante
de d(t,s). On ne peut alors qu'empiner La néponse d& chacun des probldmes 1, 2, 3,

quand on change o en une mesure conthactée.
Voici le lemme principal.

LEMME 1. Soit p(t,s) et p(t,s) deux noyaux de type positif, tels
que p,(t,s) < p;(t,s), et soit P (t) et P (1) Les poids alatoirnes associis

(voin formules (1) et (2)). Soit enfin £ une fonction convexe sur R, Alons

[¢)

(44) E f f PO<ES j Py
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(Lonsqu'aucune confusion n'est possible, nous supprimons Les parenthises).

PREUVE. On associe 3 po(t,s) et pl(t,s) les processus gaussiens Xo(t) et

Xl(t) (voir formule (1)); en vue du résultat, on peut les supposer indépendants,

et poser
(45) X (t) = Viex X, (t) + VX‘xlct) (0sAs1)
(46) P () = exp(X, (t) - IE X2(t))

= exp(X (t) - 3((1-\)p,(t,t) + Ap,(t,t)))
(47) hy =5 £ [ .

I1 suffit de montrer que h(A) est une fonction croissante. Or

(48) h'(\) = E J Pio f'I P,0

en écrivant Pi = 32 PA clest-3-dire

-X (1) X, (t)
(49) PI(t) = %[ d :

—Vﬁfiv'+ —Vir—'+ Po(tst) - Pl(t,t)]PA(t)-

I1 suffit de montrer que, pour tout t,

(50) | E PJ(t) f'J P02 0.
Fixons t et posons
(51) U= 0 e 52
V1-X VX
g? = 12,
On a
(52) EU XA(S) = -po(t,s) + pl(t,s) >0

donc

(53) XA(S) = a(s)U + VA(S)



122 Sur Le chaos multiplicatif
avec a{s) 2 0 et Vx(s) orthogonal & U. En conséquence

(54) Py(s) = exp(a(s)U - %GZ(S)TZ)eXP(VA(S) - iE Vf(s))

et, en posant o = o(t),

(55) P'(t) = 3(U-EUX, (t))Py(t)

= Ju-ar?exp(av - Jo’th)exp(v, (1) - 3E VE(L)).

Pour démontrer (50), on peut décomposer § en espace produit, U ne dépendant que

du premier facteur et les Vx(s) ne dépendant que du second; écrivons E. . et E

U

respectivement pour les int&grales par rapport au premier et au second facteurs,

v

donc E = EUEV. Posons

(56)  g(w = By exp(Vy(t) - IE V§(t))f'c[ exp(a(s)u - 3a%(s)7)

x exp(Vy(s) - 3E V2(s))do(s)).

C'est une fonction croissante de u. Il suffit donc de montrer que, g(u) #&tant

une fonction croissante de u, on a
2 1.2_2
(57) EU(U-aT Yexp(alU ~ za"T)g(U) 2 0

et il suffit d'établir (57) quand g = l[x ol c'est-a-dire
® 2 2.2

(58) I (u-at9explou - 3a“Tt“)y(w) du
x

ol Y est la densité de la distribution de U. La fonction sous le signe I s'an-
nule pour une seule valeur de u, elle est positive pour u - =, et son intégrale

sur R est nulle puisque c'est la dérivée par rapport & o de

(59) I explon - 26°t2)y(u) du

=00

qui est la constante 1. Donc (57) est correct, donc (50), et le lemme est &tabli.

Voici la variante du Lemme 1 dont nous nous servirons.
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LEMME 2. Soit € >0, o> 1, et s0it f une fonction convexe ef posi-

tive sur R+, Zelle que
(60) £(Ax) - £(0) < AR (£(x) - £(0))

pour x =0 et A= 0. Soit enfin deux noyaux p,(t,s) et p,(t,s), de type po-
SALLE, tels que pl(t,s) < po(t,s) +e. Aons

(61) Ef I PO < Pers f PO

.

- a(a-1)
b= 222

PREUVE. Utilisant le Lemme 1, on peut supposer P; = p, t E. D'autre part, on

peut supposer f£(0) = 0. Ecrivons alors
(62) Xl(t) = Xo(t) +Y,

olt Y est une variable gaussienne centrée indépendante des Xo(t) (t e T), de va-

riance €. On a

(63) Ef I P0 = E el 2E f P,0)

IA

1
E e?Y-28€p¢ I PO

be
e Ef J Poc

et le lemme est &tabli.
Enfin on aura besoin du lemme suivant, sans doute classique.

LEMME 3. S{ YiseonYy sont des variables alfatoires positives, Leun

distrnibution jointe est bien définie par Les distributions des combinaisons Lingai-
res u1\{1 + el 4 “kYk a coefficients u:i 20 (j =1,2,...,k.

PREUVE. La fonction
(64) g(ul,...,uk) = E exp i(ulY1 + .. ukYk)

est bien définie sur Rk, et c'est la valeur au bord d'une fonction analytique
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PO PR ot . A -
définie 4 l'inté€rieur de (R + iR )k; elle est donc bien déterminée par ses valeurs

sur R+k.

DEMONSTRATION du Théoréme 1. Considérons deux suites de noyaux positifs de type

positifs, pn(t,s) et pﬁ(t,s) (n=1,2,...), tels que
(65) § P, (t,s) = % Py (t,s).

On désigne par qn(t,s), resp. qﬁ(t,s), les sommes partielles de la premiére, resp.
de la seconde, série, et par Q, resp. Q', les opérateurs de chaos multiplicatif
associés (définis en loi). On se propose d'abord de montrer que les réponses aux
problémes 1 et 2 sont les m@mes pour Q et pour Q', autrement dit que Q et Q'
sont non dégénérés (ou fortement non dégénérés) sur les mBmes mesures O©. En vertu
de la remarque qui suit le probl2me 1, on peut se borner au probl&me 2 et supposer

Q fortement non dégénére.

Choisissons un compact X dans T et O € M+(K). Fixons un entier
v =2 0. Comme q, - qs tend ponctuellement en croissant vers q - qé (q(t,s)
étant la somme commune des séries (65)), la partie négative (qn - qb)_ tend uni-

formément vers 0 sur KxK . Quitte 3 remplacer T par K, on a donc, pour € > 0

fixé,
(66) Ql(t,5) 5 q(t,s) + €

quand n est assez grand ((t,s) € KXK). Si f vérifie les hypothé&ses du Lemme 2,

on a donc

(67) ’ Ef I Qo < ePCEf I Q0

quand n est assez grand (la notation est celle de {14)). Or la non-dégénéres-
cence forte de Q en 0 signifie 1'existence d'une fonction f(x) positive telle

que lim x} f(x) =« et telle que
X-»00

(68) Ef f an = 0(1) (n + )
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(voir (22)); et 1'on peut sans restriction imposer 8 f de vérifier 1'hypothé&se du

Lemme 2. (67) et (68) entraTnent
(69) Ef j Qéo = 0(1) (v > «)
donc Q' est fortement non dégénéré sur o,
Lorsque f est Lipschitzienne, o6n a
(70) Ef J Qo = lim 4 Ef I Qno

(la suite du second membre est croissante 3 cause du Lemme 1, et converge vers le
premier membre parce que J an tend vers J Qo dans Ll(Q)). D'aprés (67) et

(70), on a

(71) Ef I Q'c < Ef J Qo

pour toutes les fonctions Lipschitziennes vérifiant les hypoth&ses du Lemme 2, donc
aussi pour les différences de telles fonctions, donc aussi quand f est de classe

C 3 support compact. Cela entrafne que I Q et [ Q'c  ont méme distribution.

Il en est de méme pour ) u; I Qj; et ) uy I Q'0; quand les o; sont
des mesures positives 3 support compact et les uj des nombres positifs (j = 1,2,
..;k). D'aprds le Lemme 3, les opérateurs Q et Q' ont donc méme loi, et le

théoréme est démontré.
DEMONSTRATION du Théorime 2. L'in€galité (71) n'utilise que 1'hypothgse

(72) q'(t,s) < q(t,s)

et non 1'8galité q'(t,s) = q(t,s). Cela démontre le Théor&me 2.

DEMONSTRATION du Théorgme 3. Soit Y une contraction de l'espace métrique (T,d),

c'est-a-dire que
(73) d(v(t),v(s)) = d(t,s)

quels que soient t et s dans T. La "mesure contractée'" de O par Y est
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1'image de o par Y, c'est-d-dire la mesure T définie par
(74) J g(t)dr(t) = f gy (t))do(t).

q(t,s), Qn(t) et Q ayant le méme sens que ci-dessus, posons

(75) q'(t,s)
Q, (t)

et observons que, d'aprés (74), Qdr = 'do. Comme q(t,s) est supposée
pr n

a0y (), (s))
Q,(¥(£))

fonction décroissante de d(t,s), on a 1'inégalité opposée 3 (72), donc 1'indgalité
opposée & (71), donc les réponses aux probldmes 1, 2, 3 pour le couple (q,T) sont

pires que pour le couple (q,0), ce qu'énonce le Théordme 3.

Remarquons, comme corollaire du Théor&me 2, que les réponses aux problimes
1, 2, 3 sont les mémes pour deux fonctions q(t,s) de type O-positif dont la dif-

férence est bornée.

Remarquons aussi, ce qui est immé&diat, que les réponses & tous les problé-
mes posés sont les mémes pour deux mesures O &quivalentes, et telles que la den-

sité de chacune par rapport & 1'autre soit bornée sur tout compact.

Pour finir, supposons qu'on ait deux noyaux de type o-positifs, ql(t,s)
et qz(t,s), dont la somme est q(t,s). Alors, comme on 1'a fait pour des noyaux
de type positif au début du chapitre 2, on peut décomposer ¥ en somme hilbertienne
Rl ® Mé et le chaos multiplicatif Q en un produit d'opérateurs indépendants Q
et Q2 (respectivement Hl et ﬂé mesurables) correspondants 3 ql(t,s) et
qz(t,s). Cela se généralise au cas oli q(t,s) est somme d'un nombre quelconque de
termes de type O-positifs. Le probléme 7 (&tude des opérateurs Qu associés &

uq(t,s), u > 0) s'interpr&te comme 1'étude d'un processus u - Qu i quotients in-

dépendants et stationnaires. On verra l'usage de cette remarque au chapitre 6.
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4. Exemple et applications

On connait les réponses aux probl&mes 1 & 4 dans un cas particulier:, ce-

1ui ol
N
(76) T =1{1,2,...,c}
¢ @&tant un nombre entier donné > 2, muni de la distance c-adique
n

77) d(t,s) = ¢

si t et s ont exactement leurs n premi&res coordonnées en commun, et ol on

choisit
u si d{t,s) <c ™
(78) p_ (t,s) = -
n si d(t,s) > ¢ ™.
Dans ces conditions
v 1
(79) q(t,s) = nzl Py(t:5) = u log, qri— -

Ainsi le poids Pn(t) est constant p.s. sur chacun des ! cylindres définis par
la donnée des n premidres coordonnées (on désignera ensuite par In(t) celui de
ces cylindres qui contient le point t ); sur chacun de ces cylindres c'est 1'expo-
nentielle d'une variable gaussienne de variance u, normalisée de fagon que 1'espé-.
rance soit 1, et sur deux cylindres disjoints les valeurs de Pn(t) sont des v.a.
indépendantes. On se trouve dans le cadre des martingales de B. Mandelbrot, &tu-

diges en [6], et les Théorémes 1, 2 et 4 de [6] donnent la proposition suivante,

).

pour la mesure O é&quidistribuée sur T (O(In(t)) =c™h

PROPOSITION. L'operateur Q comrespondant & (79) est dégénéné en o 84

u 22 log c, et fortement non dégénéné 44 u < 2 log c. Dans ce cas, on a
(80) E(Qo(T))D < <= uh < 2 log c.

De plus, on a p.s.
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. log Qo(I (t)) u
(81) i:g log o(T (t)) =l-3 log ¢

powr Qo-presque Ltout t. Cela entraine que La meswre Qo est p.s. portée par un

bornétien de dimension D =1 - , tandis que tout bornélien de dimension < D

—u_
2 log ¢
est de Qo-meswrie nulle.

A partir de 13 et des théor@mes de comparaison, on a la réponse aux pro-
bl¥mes 1 & 3 pour un autre cas particulier, important. On choisit maintenant

T =R’ euclidien, et

(82) act,s) = u logt Ttl-—sl' + 0(1)

comme nous savons que c'est possible (voir (35)). Les réponses aux problémes 1, 2,
3 ne dépendent que de u et o (voir remarque 4 la fin du dernier chapitre).

Choisissons pour o 1la mesure de Lebesgue sur R".

THEOREME 4. Un operateur Q conrespondant @ (82), avee T = RV

, eAt de-
genené sun La mesure de Lebesgue o A4 u 2 2v, et forntement non dégénéné si

u < 2v. Dans ce cas, on a pour tout compact K de o-mesure > 0
(83) E(Qo(K))P < » <= uh < 2.

Voici trois variantes de ce théoréme; dans les deux premidres on considére
une autre mesure 0, et dans la derni&re un autre noyau q(t,s), correspondant i un

chaos multiplicatif anisotrope.

Variante 1. Consid€rons une varié&té de classe C1 et de dimension u
plongée dans RY. Soit ¢ une mesure portée par cette variété, de densité conti-
nue et partout non nulle par rapport & la mesure u-dimensionnelle. Un opérateur

Q correspondant 3 (82) est dégénéré en o0 si u = 2y, et fortement non dégénéré

si u < 2u. Dans ce cas, on a pour tout compact K dont la o-mesure est positive
h
(84) E(Qo(K)) " < @ <= uh < 2u.

Variante 2. Considérons un ensemble parfait totalement discontinu K
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dans Rv, construit 3 la mani&re de Cantor: K est 1'intersection d'une suite de
compacts emboités décroissants Kn (n = 0,1,...); chaque Kn admet exactement c°
composantes (pratiquement, ce seront souvent ses composantes connexes) dont le dia-
métre est < dn et dont les distances mutuelles sont = 6n ; chaque composante de

Kn contient exactement ¢ composantes de Kn+1' On suppose

(85) 4 < ¢/

(86) 6!1 > c-n/(ot+o(1)) (n » «),

Soit ¢ 1a mesure qui donne la masse < o3 chaque composante de Kn. Un opéra-
teur Q correspondant & (82) est dégénéré sur ¢ si u > 20, et fortement non dé-

généré si u < 2a. Dans ce cas, on a
(87) E(Qo(X))! < ® <= wh < 2a.
Variante 3. Posons

a.
- _ J
(88) U(t,s) = 5 - 551

'Mc
—

J=

oli les aj sont des rationnels, 0 < aj £2 (j =1,2,...,v), t = (tl""’tv) €

Rv, s = (51""’sv) cR. On sait (voir (34) et (37)) qu'il existe un noyau

q(t,s) de type 0o-positif tel que

P S
(89) q(t,s) = 5 log ) + 0(1).
Posons
v
1 _ 1
(90) 52 ] =—.
=1 7

Un opérateur Q correspondant 3 (89) est dégénéré sur la mesure de Lebesgue o de

Voo PPV P
R” si u 2 20, et fortement non dégénéré si u < 2a. Dans ce cas, pour tout com-

pact K dont la O-mesure est positive, on a
(91) E(Q(KN)! < » <= uh < 20.

Le schéma des preuves est le suivant:
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théoréme
variante 2‘/,

/// = yariante 1

Proposition
\\‘variante 2! —~variante 3.

La variante 2' sera énoncée en temps voulu.

PREUVE de la variante 2. Considérons d'abord le cas simple oli, & 1la place de (86),

nous avons

-n
(92) 6n+1 2 ye

ol Yy est une constante > 0; par exemple, K peut &tre un parfait homogéne au
sens de [7] ("self similar" au sens de [16]), c'est-d-dire la réunion de ¢ por-
tions qui lui sont semblables dans le méme rapport o Désignons un tel compact
par K;. C'est 1'image du compact T de (76) par un homéomorphisme qui transporte
les cylindres d'ordre n dans les composantes de Kn; pour simplifier les nota-
tions, identifions T et K;. La distance d(t,s) de (77) vérifie alors, d'aprés

(85) et (92),
(93) v(d(e,s)® < [t-s| < (dt,sN®
et la mesure o est bien la m@me. Le noyau (79) vérifie

(94) q(t,s) = log |t-s| + O(D)

—t
o log ¢
(t e Kg, s € K;) et la conclusion de la variante 2, pour K;, est exactement ce

que dit la proposition,

Dans le cas général, (85) dit que K (avec la mesure G correspondante)
s'obtient & partir de K: (avec la mesure G correspondante) par contraction,
dont (Th&or&me 3) la situation est pire pour K que pour K;. Pour tout € > 0,
(86) dit que K§+€ s'obtient 3 partir de K par contraction locale, donc la si-

tuation est meilleure pour K que pour K§+e‘ Cela finit d'établir la variante 2.

PREUVE du théoréme. Considérons un pavé de diam&tre < 1 dans Rv, et soit m sa

mesure de Lebesgue. Choisissons c¢ = 2V, Choisissons ce pavé pour Ko dans la
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. . n < . . . L.
variante 2, et pour chaque Kn une réunion de ¢~ pavés qui lui soient homothéti-
ques dans le rapport P = T Tyee T, 0 < T, < 3. En choisissant les T, assez
voisins de 1, mais pas trop, la mesure de Lebesgue du compact K est arbitraire-

ment proche de m, et l'on a (85) et (86) avec o = v. D'ol le théoréme.

PREUVE de la variante 1. C'est la m@me que celle du théoré&me, en remplagant la me-
sure donnée o par une mesure €quivalente. On peut aussi appliquer le Théor&me 1
3 RY, considéré comme plongé dans Ry, et le Théoréme 3 qui montre que, relative-
ment aux problémes 1, 2, 3, R¥ muni de la mesure de Lebesgue est €quivalent &

P 1

toute variété C~ de dimension U, munie de la mesure u-dimensionnelle (voir la

remarque finale du chapitre 3).
PREUVE de la variante 3. Commengons par la variante non énoncée.

Variante 2'. C(C'est la variante 2, mais avec la distance donnée par la ra-

cine carrée de (88), et Q correspondant a4 (89).

Passons maintenant i la variante 3, Comme dans la preuve du th€ordme, on
part d'un pavé K, et on construit des compacts emboités décroissants Kn' Ecri-

vons les rationnels uj sous la forme

N
95) aj = pj .
. (p1+...+pv)n ’ B
Chaque Kn sera réunion de 2 pavés, et on passe de chaque pavé P
de Kn aux pavés de Kn+1 qui y sont inclus de la manidre suivante. Le pavé P
est un produit de segments leIZX"'xIv' On divise chaque Ij en ZP' interval-

les égaux, qu'on réduit ensuite dans le rapport l-sn j en conservant les milieux.
L

) ., 3 Pj p1+. . .+p\) .
On obtient ainsi 2 intervalles 15; les 2 pavés Iixléx...XIG sont

les composantes de Kn+1’ contenues dans le pavé P. On définit K comme 1'inter-

section des Kn. Le rapport des mesures de Lebesgue de K et de K° est

© vy
(96) I I (- 4).
n=l j=1 ™)

Considérons la distance
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(97) d(t,s) = V¥(t,s)

(y(t,s) #&étant donné par (88)). Le d-diamétre des pavés composant Kn est

\ -npj aJ. 3
98 2 1- ).l (1= .
(98) jzl( (1-gy §)e.-(-gy )
et le minimum de leurs distances est
1P 2
(99) 1?f(2 (l-al,j)...(l-sn_l’j)en,j)
On peut choisir les €y j de facon que (96) soit arbitrairement proche de 1, et
3
que (99) soit de la forme
(100) PR N/2(1+0(1)) G + ).
Pyt...tp, .

Posons maintenant c¢ = 2 . Tenant compte de la définition de «
en (90), (99) s'écrit
(101) c—na(1+o(1))
et (98) s'éerit
(102) ¢ M yo(1))

oli y est arbitrairement proche de 1. La preuve de la variante 3 # partir de la

variante 2' se termine comme celle du théor&me i partir de la variante 2.

On voit que 1'hypoth&se que les aj sont rationnels joue un r8le techni-
que, pour &crire (95). Si on abandonne cette hypothése, une partie de la conclu-
sion demeure - en utilisant le Théoréme 2, chapitre 3 - : il suffit de renoncer i
1'inégalité stricte u 2 20 comme condition de dégénérescence et de la remplacer

par l'inégalité large u > 2a.
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5. Les théories L2 et L2

Nous considérons ici le probl2me 3, d'abord pour les moments d'ordre 2
(théorie Lz), ensuite pour les moments d'ordre 2m. En passant, la théorie L2
donnera des €léments de réponse au probléme 4, et des €l&ments sur la transformée
de Fourier de la mesure al8atoire S = Qu. Nous considérons tantSt le chaos multi-
plicatif Q défini par une suite de noyaux de type positif pn(t,s), tantdt le
chaos multiplicatif Q dé&fini par une fonction de type o-positif q(t,s). On
donne une mesure O e M+(T) et un compact K dans T. Le probl&me 3, sous sa

forme (23), et en se restreignant aux moments d'ordre pair, améne 3 demander si

l'on a

(103) E(Qo® =0(1)  (n+)
2m

(104) E(QnU(K)) = 0(1) (n > =),

Les réponses sont trés faciles en utilisant les formules (9) et (10).

THEOREME 5. Les propositions suivantes sont Zquivalentes:

a) Q est fontement non dégéneré en o et de plus E(Qc(l())2 < o
b) QO(K) converge vers Qu(K) dans L¥(®);

) QoK) est bown dans 1(9);

) {cas ok on donne Les pn(t,s))
q,(t,s)
(105) H , e do(t)do(s) = 0(1)
K
d,) (cas od on donne q(t,s))
(106) ” , ¢35 do(t)do(s) < .
K

THEOREME 6. Les propositions swivantes sont Squivalentes:

a) Q est gorntement non dégéniré en o et de plus E(Qor(l())z“l < o
b) Q,0(K) converge vers Qo(K) dans Lzm(Q);

¢) QO(K) est bond dans LM(@);
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dl) {cas od on donne Les pn(t,s))

(107) Jf...JKZm exp lsjgkszm q, (5, )d0(t)) .. .do(ty) = O(1)
d,) (cas o@ on donne q(t,s))

108 ...I t.,t.)do(t,)...do(t ®,

(108) ” (2 &P 1sj§k52m a(t;,t,)do(t)) (tyn) <

PREUVE. On sait que a) <=> b) <> c¢). En utilisant (9), resp. (10}, (103}, resp.
(104) n'est autre que (105), resp. (107). Quand les qn(t,s) tendent en croissant

vers q(t,s), (105) <> (106) et (107) <=> (108).
Nous allons donner tour 3 tour quelques compléments aux Théor&mes 5 et 6.

Compléments au Théorsdme 5.

Supposons qu'on donne un noyau de type o-positif q(t,s) vérifiant (106).
On pose S = Q. Un calcul immédiat donne:
Complément 5.1 (sous 1a condition (106)). Soit k(t,s) un noyau positif

sur T2 qui est soit positif, soit complexe borné. Alors

(100) E jf , k(t,5)dS(t)ds(s) = jf , k(t,9)e3"do(t)do(s) .
K K

En particulier, si k(t) est une fonction complexe bornée sur T,

(110) E[J K(t)das(ey |2 = fj , k(K1 ao(t)docs) .
K K

Voici deux applications.
Complément 5.2. Soit Y(t,s) une fonction de type négatif, strictement
positive hors de la diagonale de T2, et d(t,s) sa racine carrée, qui est une

distance sur T. Supposons q(t,s) de la forme
(111) q(t,s) = u logt —+— + 0O(1)
’ d(t,s)

(c'est possible, voir (35)) et &crivons comme dans (39) 1'intégrale d'énergie

Ia(c). Alors, d'aprés (109}, on a
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(112) EI(S) <= <> Ia+u(°) < oo,

Complément 5.3. Supposons maintenant T = Rv, et supposons que

1
(113) ‘ q(t,s) - u log TE:ET
est une fonction de classe C et majorée (| | &tant la norme euclidienne). Pre-

nons pour ¢ une mesure d support compact, dont la densité par rapport d la mesure

de Lebesgue est de classe ¢”. En écrivant §(£) pour la transformée de Fourier

(114) ) = J (& B gg(r)
on a
(115) B8 [%w [g|™Y (J&] + )

(1'hypothése (106) signifie u < V), oli le signe X signifie que le rapport de

deux nombres est compris entre deux nombres strictement positifs.

C'est la conséquence de (110), avec k(t) = elcg.t), et de 1'estimé

(116) [ v ei(E.t)lt[-uf[t)dt ~ lilu-v
R

quand f(t) est une fonction de classe c a support compact, strictement positive

en 0,

Complément au Théoréme 6.

La condition (108) est nécessaire et suffisante pour avoir 3 la fois non-
dégénérescence forte et E(S(K))zm < o, mais, sauf dans lecas m =1 ol le pre-
mier membre s'interpréte comme intégrale d'énergie, elle n'est pas trés maniable.
Voici une condition suffisante beaucoup plus maniable.

Complément 6.1. Pour avoir & la fois non-dégénérescence forte de 1l'opéra-

~

teur Q correspondant & q(t,s), et E(QU(K))2m <o, il suffit qu'on ait

(117) supJ MU 4504y < w,
s K

La preuve repose sur la formule
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118) J...I alt,,t.)do(t ) .. .do(t, )
( 2 P OSjZkSZm eI, (tom-1
< (sup J MA(t55) 45049y 2m-1 I do(t)
s K K

que nous allons &tablir. Ecrivons le premier membre de (118), pour simplifier

1'écriture,

do do

- (119) ore 0,

ces exp ) q.
J Ixzm 0sj<ksam-1 9K

et décomposons la somme z, qui comprend m(2mt+l) termes, de la mani&re que voici

(on &crit q,j Pour a; 4. et aussi j-2m pour j):

(120) ] = L+ L+ oo ¥ 2

m-1

u

(120,) Ly 285,10 % 9, 1Ay, %9% o - Ty

(120,) L) =q  ,td0*t 9 3t 5 1% o0 T Aoy me1

(120, ) L3 = %G gt Ym2 T me2,mil t el,me3 oot T 9,01

chaque ligne a 2m+l termes qj x’ et chaque indice est écrit deux fois, sauf le

premier et le dernier. (119) s'écrit
£ +...+L
(121) j...j o € m-lyo .. .do
K

qui, par 1'inégalité de HYlder, est majoré par

1 1
ml = ml =
[¢] m m-1 m
(122) [J.‘.Jsz e doo...dOZm_ll - [f"'fKZm e do...do, .17 .

Or toutes les intégrales dans (122) sont &gales. Pour évaluer la premigre, on in-
tegre successivement selon l'ordre des indices qui apparaissent dans (1200).

On a successivement
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mq
(122,) j %145 < A= sup J (58] 41y
K s K
m(qo 17,1 2
(122,) IJ ) do_do, < A
K
m(qo 1¥9, 1791, ) 3
(1223) JIIKS doodoldo_1 <A
m(q 0t91,-1%%1,2"9 _) 4
(1224) JJJJK4 e doodcldo_ldo2 < A

(122

ml
o 2m-1
m-l) I...Jsz e doodoldo_ldcz...dcm < A J do.

K

Ainsi (122), qui majore le premier membre de (118), est majoré par le second, et

(118) est établi.

Voici 1'interprétation du complément 6.1 quand q(t,s) a la forme (111).
Complément 6.2. Pour avoir & la fois dégénérescence forte de 1'opérateur
q(t,s) vérifiant (111), et E(Qo(K))zm < o, il suffit que 0 ait un potentiel

borné par rapport au noyau (d(t,s))-mu

Cette condition n'est pas nécessaire et suffisante (on le voit dans le cas
m = 1). Cependant elle n'est pas mauvaise. Dans le cas du Théoréme 4 et de ses
variantes, on vérifie en effet qu'elle est né cessaire et suffisante. L'inconvénient

majeur est qu'elle ne s'applique qu'aux moments d'ordre pair.

Nous n'irons pas plus loin dans 1'é&tude des moments. Le Théoréme 4 et ses
variantes donnent des résultats tr&s précis, pour tous les moments, mais seulement
pour des noyaux q(t,s) trds particuliers. Le Théor&me 6 et ses compléments s'ap-

=~

pliquent 8 tous les noyaux q(t,s), mais seulement aux moments d'ordre pair.

6. Application de la théorie L2 4 la non-dégénérescence de Q et aux propriétés

de S = Qo. La probabilité de Peyriére

Dans ce chapitre et le suivant on donne un noyau (t,s) de type négatif

sur Tz, strictement positif hors de la diagonale, et on munit T de la distance
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d(t,s) = W(t,s). On étudie le chaos multiplicatif Qu associ&é au noyau de type

o-négatif

(123) q,(t,s) = %fl e YV(E,9) %x

1
= u 10g+ m + 0(1)

introduit & la fin du chapitre 2. Rappelons la remarque faite i la fin du chapi-
tre 3: si wu-= Uy tuy ..+, et si on considére des versions indépendantes
des chaos multiplicatifs associés & Upslnseessllp, leur produit est une version du

chaos multiplicatif associ€ & wu; nous &crirons
(124) ‘ Q. =Q. ... .
. u uz QuZQul

Nous allons appliquer cette formule de la mani®re suivante. Partant d'une

mesure O € M+(T), supposée assez diffuse, on pose
(125) s, = Qulc

S, = S
2 Quzl

.
.
.

S, =Q. S, . =S
/3 Quzl.-l

et on cherche & avoir, successivement, le meilleur contrSle possible sur la diffu-
sion de Sl,Sz,...,St. On dispose d'un outil, qui est la formule (112). Si en ef-

fet Iq(o) est fini, et si o est assez grand (> u, + u, + ... + uz), on obtient

1 2

tour 3 tour # partir de (112)

(126) Ia-ulcsl) < ®© p,s.
I (8,) <= p.s.
o-u; -u, 2

(SI,) <® p.s.

I
Q~u;~Uy=...-Up

Mais cela n'est autre que Ia-u(s) <® p,s.,, qu'on obtient directement par\(112).
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a

Malgré cet &chec, 1'idée est bonne, # condition d'utiliser une notion introduite i

-

la fin du chapitre 2, 4 savoir les classes Ng+(T) associfes 4 la métrique d(t,s).
Enongons tout de suite le résultat.

THEOREME 7. Supposons o e M;+(T) et u < 20. Alons L'oplratewn Q est

fortement non dégénéne en o, et de plus Qo e Mt u +(T) presque sitriement.
(o-3)

Il est clair qu'on peut remplacer 1'hypoth&se u < 20 par u < 20 (parce
que l'ensemble des o tels qu'une mesure ¢ donnée appartienne 3 Mo+c+(T) est un
ouvert). Mais 20 est bien la valeur critique, comme on le verra au chapitre

suivant,

La preuve du Théor&me 7 se fera en deux &tapes. La premigre considérera
seulement le cas u < o, oll la théorie L2 est applicable. La seconde utilisera
une décomposition du type (124)-(125), pour aller jusqu'd 2a. La clé pour accéder
4 la premidre &tape est la probabilité de Peyri®re, telle qu'elle est introduite et
utilisée en [6]. Avant d'y arriver, quelques rappels et compléments sur les clas-

+ 2 .
ses Ma+(T) seront nécessaires. -

La définition de M;+(T) implique que, & une masse arbitrairement petite
préds, o est portée par un compact. En vue du théor&me, on pourra donc supposer

que T est compact.

On désignera par Bn(t) la boule de centre t et de rayon e ™. Dire
que O appartient & NQ+(T), c'est dire que, pour tout €y > 0, il existeun § > 0

et un compact K tel que o(T\K) < e, et tel que

__ log o(B_(t))
(127) 1im ____nn__ < -g-8

n->o0
uniformément pour t ¢ K. Cela entraine IB(clK) < o, c'est-3-dire

qg(t,s)
(128) If s © do(t)do(s) < =
K

lorsque B < atf. Inversement, on a vu au chapitre 2 que O appartient 3 M;+(T)
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dé&s que IB(o) < pour un B > a. Désormais o < B < o+§.

Rappelons que (123) s'écrit qu(t,s) = %~Z(w(t,s)), avec

(129) L0x) = r e VX dy

1 y
Posons

2n

_[F oy

(130) 2 (x) = Jl X
(131) P (t,8) = 5 £,(e® %y(t,5))
(132) a4, (t,8) = 5 £ (V(t,5)) = (Py+...4p ) (¢,s)

et reprenons, avec ces définitions de pn(t,s) et de qn(t,s), les notations du
chapitre 2: Xn(t), Pn(t), Yn(t), Qn(t). On suppose ici que u est fixé, et on

écrit q(t,s) pour qu(t,s) et Q pour Qu'

La probabilité de Peyridre est définie sur 1'espace produit §XK, en sup-

posant O(K) = 1. C'est la probabilité CJ définie par
(133) “ £(w,£)dQw,t) = E I £(w,t) (Qo) (dt)

pour toute fonction mesurable positive f(w,t). Sur 1'espace de probabilité
(QXK,(]), les Xn(t), Pn(t), Yn(t), Qn(t) deviennent des variables al@atoires que,

pour simplifier, nous désignerons simplement par Xn, Pn’ Yn, Qn'
LEMME. Les X 4ont q-—i,ndépendanté.

PREUVE. Etant donné les fonctions mesurables positives fn (1 £ n < N), il s'agit

de montrer que

N N
(134) f 111 fn(xn)dQ= 111 f fn(xn)dq.

Ecrivons

(135) Q = QR
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QN et RN #tant des opérateurs indépendants associés respectivement & qN(t,s) et

(q-qN)(t,s). Le premier membre de (134) s'&crit

N
(136) E fK ? £ (X (£))P; (1) .. .Py(t) (Ry0) (dt)
soit
N
(137) E IK ? E P_(t)£ (X ()} (Ryo)(dt)

et comme l'espérance intérieure ne dépend pas de t et que E J Ryo = 1 on a bien

(134). Observons que
(138) I £ (X )d(}= E P_(£}£ (X (t))
(indépendant de t).

Application. Les log Pn sont C]—indépendants, et
(139) J log P d0= Ip (t,1) =3

(voir formule (5)). D'apr&s la loi forte des grands nombres

log Qn log P1 + ... + log Pn
o =

(140) m +% q-p.s.

donc presque sfirement (avec la probabilité donnée sur ) on a

log Q. (t)

(141) -

- % S-p.p.

I1 est donc presque siir que, pour tout € > 0, il existe un compact l(€ contenu

dans K tel que

(142) S(K\K) <€

log Q ()

n

->

Nje

uniformément quand t e Ke'

Considérons maintenant

(143) pn(t) = Rnc(Bn(t)) = J Rnc(ds)
t
n
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ol Rn est défini comme en (135). Soit xn(t,s) la fonction indicatrice de la

partie de ™ o d(t,s) < e, Ecrivons

(144) p (1) = j X5, (t5S)R o (ds)
d'ol
(145) I pnd(q= E j[ Xp (t,S)R 0(ds)Qo(dt)

E JI xn(t,s)Rho(ds)Rno(dt)

(a-q,) (¢,3)
f j X, (t.s)e do(s)do (1)

(aux notations prés, on utilise (109)). Or, d'aprds (130) et (132),

(146) £(x) = m+0(1) si x=0(e M

(147) q,(t,5) = un + 0(1) si Y(t,s) = 0(e™™)

et X (t,s) = 1 signifie précisément y(t,s) < e . Donc

(148) J 0,dJ= 01 JJ e_unxn(t,s)eq(t’s)do(s)do(t).

Cette inté€grale est finie si 1'on suppose (128) et u < 8. C'est 1i qu'intervient

1'hypothése de la premidre Etape.

PREMIERE ETAPE DE LA PREUVE du Théoréme 7. Cas u < o. Supposons (128), et obser-
vons que

@ - q (t,s) q,(t,s)
(149) I BNy (t,59e " = OB

n=1

D'aprés (148) (oli q(t,s) = qu(t,s)) on a

(150) [ 1 &ma0<a
n=1

et par conséquent pn = o(e—en) (1—p.s. On a donc presque sfirement (avec la pro-

babilité de départ)

(151) o
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I1 est donc presque siir que, pour tout € > 0, il existe un compact Ké contenu

dans K tel que

(152) S(K\KD) < &

log p, (1)
lim — s -8 uniformément quand t ¢ Ké.
T

Mettons en regard (142) et (152). Posons

(153) S, = 1 qgr S-
€ €
On obtient
___log S_(B_(t))
(154) Tim —5?1-1‘—— < B+ %
o

uniformément quand t e Ke n Ké. Comme € est arbitraire, cela entrafne bien
+

(a-%)+

(K) presque slirement, la conclusion voulue.

DEUXIEME ETAPE. Supposons maintenant

(155) ulSOL
u
1
UZSQ-Z—-
u u u
1 2 £-1
qud-z—-T—...- 5

On obtient tour & tour pour les mesures al&atoires de (125)

+
(156) 5, e M(a-%u1)+(K) p.s.

+
S2 € M(a-%(u1+u2))+(K) p.S.

+

S¢ € M(a~%(u1+u2 ...+u£))+(K) p.s.

ainsi que
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157 1=0(K) =E8 (K =ES,K = ... = ESpK.

Si u < 20, on peut choisir les uj de facon a avoir (155) et de plus u = u tou,

toe.. t U, et on peut &crire SZ = Quc. On obtient donc finalement
(158) E Quc(K) = o(K)
(non-dégénérescence forte) et

(159) Qo €M

la conclusion voulue.

Comme corollaire du Th&or&me 7, on voit que si la dimension capacitaire de
T (muni de la distance d(t,s)) est dimc T, 1'opérateur de chaos multiplicatif
Qu correspondant & (123) n'est pas dégénéré quand u < 2dimc T, au sens qu'il existe

+ 2 = :
des mesures o ¢ M (T) ol Qu n'est pas dégénéré. Nous allons voir que par con-

tre Qu est dégénéré sur T lorsque u > 2dimH T, la dimension de Hausdorff de T.

7. Cas de dégénérescence

Nous considérons toujours l'espace métrique (T,d), ol le carré de la dis-
tance est une fonction de type négatif y(t,s), et l'opérateur de chaos multiplica-
tif Qu associé i (123). Nous allons &tablir le ré&sultat suivant; K est, comme

toujours, un compact contenu dans T.

THEOREME 8. Sous une hypoth2se (H) que nous expliciterons, relative @

L'espace (T,d) (voir (183)),_ 2'operateur Qu est dégénéng en o (0 € M+(K))

dés que La dimension de Hausdonff de K  est strnictement infériewre a % .

La preuve nécessite quelques connaissances sur processus gaussiens (condi-

tion de Dudley) que nous donnerons en temps voulu. Commengons par expliciter 1'hy-

u

pothése dim K < 5

, ¢'est-d-dire, pour un h <1

(160) mes . K = 0.

uh

™
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Cela signifie que, pour tout € > 0, on peut trouver des compacts Kj ¢ K, en nom-

bre fini, tels que

KcU KJ.
(161) ' uh
} (diam Kj)2 <€,

Définissons oj € M+(Kj) de sorte que Z cj(Kj) = o(X).

Dans la démonstration du théor&me, u sera fixé, et nous &crirons Q au

lieu de Qu. Nous &crirons, pour p > 1,

P
- -yx d
(162) /&p(x) Jl e ly

L(px) = fw e VX Q%
o

et nous décomposons Q en un produit de facteurs ind€pendants, correspondant res-

pectivement 3 %-lp(w(t,s)) et & %-L(pw(t,s)),

(163) Q= QpRp.

En fait, nous allons utiliser cette décomposition pour une suite de valeurs de o,

soit pj, données par

(164) o = (diam Kj)'z
et nous &crirons

165 = R .
= o1 o

Soit 0 < h <1 vérifiant (161). La sous-additivité de la fonction xh

donne

(166) a1 ([ q,r, op".
J

Prenons 1'espérance des deux membres, et remarquons que

(167) E(J R < (f ot
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pour tout opérateur de chaos multiplicatif et toute mesure ©. En prenant dans le

second membre les espérances par rapport aux Rp en premier lieu, on a donc

J
(168) 5] @)™ < ] 5(q, 0"
]
(169) E(J @)™ < [ E sup @, (t))h(J cj)h .
teKj j

Nous sommes amenés au probléme suivant. Soit B une boule dans K, de diamétre

1
-2

p (voir (164), oli p = pj et B> Kj’ si tout au moins on suppose, comme on peut

le faire au départ, que Kj est une boule fermée de X). Majorer

(170) B sup ()™
teB

Fiions d'abord t € B, La formule (4) donne

- th-n?)
(171) B(Q, ()" = exp 1(h-n)u £,(0) = p

Nous utiliserons maintenant un théor&me de Dudley sous la forme suivante,

que fournissent aisément les démonstrations classiques (voir p. ex. [4]).

LEMME. Soif Y(t) un processus gaussien défini sur un compact K (c'est-

a-dire t e X}, &8(t,s) La pseudodistance sur K diéginie par
2 - 2
(172) 8°(t,s) = E[Y(t) - Y(s)]|“,

N(e,K,8) £Le nombre minimum de &-boules de diamdtre € recouvrant K, et
(173) J(X,8) = Jw log N(e,K,8)de
0

(intéghale de Dudley). Alons

(174) B osyp oYY oIS
teK,seK

ol ¢ est une constante absolue.

Rappelons que
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(175) Q,(t) = exp(¥ (1) - 1E YA(1)
avec
(176) E Y ()Y, (s) = £, (¥(t,5))
donc
2 _
(177) EIY,(6) - Y (1)]* = 22,(0) - £ (v(x,1))

et nous avons
p
- = e Y4y
(178) f—p(o) [—p(lP) '[1 (1-e 3= < ob.

En appliquant les notations du lemme 3 Y(t) = Yp(t) et K = B, on a successivement

(179) 8%(t,s) < 200(t,) = 20d2(t,s)
(180) N(e,B,8) < N(e,B,dv3p) = N[\/—;_—a,B,d]
(181) J(B,8) < V20 J(B,d).

Majorons (170) & 1'aide de (171), (174) et (181):

u 2
h -z(h-h")
(182) E sup (Q,(t)) =p exp(CV2p J(B,d)) .
teB P
L'hypothése (H) du théoréme sera:
(183) J(B,d) = 0(r)

uniformément pour toutes les boules B de rayon r dans K. Moyennant (H), (182)
s'écrit

2
-4(h-h%)

(184) E sup (Qp(t))h <Cop
teB

pour une constante C convenable, et (169) donne

-Yh-n?
(185) E(I ©"scfot (f )"
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En appliquant 1'inégalité de Hblder,

uh

LB
(186) Ec[ @ < C[Z oj4] o) J AL

Or nous savons (voir (161) et (164)) que le second membre est arbitrairement petit.

Donc J Qo = 0 p.s., et le théoréme est démontré.

L'hypothé&se (H) est vérifiée lorsque, pour la distance d(t,s), T est un

espace de type homogéne au sens de Coifman et Weiss [2], c'est-d-dire lorsque
(187) N(e,B,d) < Ct®

pour toutes les boules de diamdtre 2¢. La condition (187) est &galement la condi-
tioﬁ nécessaire et suffisante, donnée par P, Assouad, pour que T admette un ''plon-
gement lipschitzien" dans un espace de dimension finie [1] (on dit alors, suivant
Assouad, que T admet une dimension métrique finie). De 13 résulte 1'€galité de

la dimension capacitaire et de la dimension de Hausdorff. En comparant les Théorg-

mes 7 et 8, on a donc le théoréme suivant.

THEOREME 9. Supposons que (T,d) et un espace de type homoglne. L'ope-
nateun Q, est complitement dégénéné 54 u > 2 dim T, et n'est pas complLetement
dégénené 54 u < 2 dim T. Dans ce cas, La borne infériewre des dimensions des bo-
neliens (aléatoires) portant Les mesures Qo non nubles (0 e MT(T)) est

u

dimT-E'.
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