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À PROPOS D'UN q-ANALOGUE POUR LA FONCTIONGAMMA D'EULER 
Gilbert Labelle' 

0. Introduction 

Soit q une variable parcourant les réels strictement positifs et soit 

n2 0 un entier, Pour les combinatoristes algébristes, le q-an&ague de l’entier 

n est désigné par Cnlq et est défini par 

COlq = 0 , Cnlq = 1 t q t q2 + . . . t qn-l . 

Le q-analogue [nJ ! de n! 
9 

est défini par 

Cnl! = Cl1 l C23 l l 

9 
.  .  .  CnJ , COI! = 1 . 

9 9 9 9 

Les coefficients binomiaux ck, possèdent aussi leurs q-analogues C?l 
0 

sont donnés par la formule 

(0.1) 

(0 l 2) 

Ils 

(0.3) 

Les nombres décrits par (0.3) sont aussi appelés CO&&&L~.UI$~ gaLln&w. On vérifie 

directement que 

lim [nl = n , lim Cnl! = n! 
q+l q q-4 q 

, lim Cnl = (i) . 
q-+1 kq (0 4 

’ Travail fait dans le cadre de la subvention FCAC EQ 1608 du ministère de 
l*Education du Gouvernement du Québec. 
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Les q-analogues possèdent une histoire fort complexe et sont grandement 

utilisés en combinatoire énumérative. Mentionnons, à titre d* information, l’inter- 

prétation combinatoire la plus connue [4,7,8,111 des coefficients gaussiens: 

Le nambtLe de nolti-tipacti de ckmenkon k d’un ehpuce veckatie-t de dimn- 

Bien entendu, dans cette interprétation combinatoire, 

une puissance d’un nombre premier . 

9 est un entier > 1 qui est 

Lors d’une conférence donnée dans le cadre du Séminaire de combinatoire de 

VUQAM, A. Joyal [SI a introduit l’interprétation probabiliste suivante pour [n]! 
9 

: 

SOiA O<q<l X à vaeew dunA 

IN yti accict une &G de PCWYZC (i.e. g&amCCZGyue) Prob(X=n) = (1-q)q” , n = O,l, . . . 

cjue x 9 on a 

1 
ProWpX2~.. sXn> = ~nl! , n = 0,1,2,. . . 

9 
(0*5) 

Dans la section 1, nous poursuivons cette approche probabiliste en asso- 

ciant deux types de ~ac&m&zLL~ g&n&aeCbéti Cnl! et <n>! 7r 7T à &que variable 

aléatoire X à valeurs dans IN et de distribution TT = (TT~,~T~,~T~,...) quelcon- 

que. Les probabilités conditionnelles permettent alors de définir les ~~&@i.ti 

. . . / bLnomcaux gEné&.ulhti C:l, et +, correspondants. Nous introduisons de plus 

deux types drexpme.M&tLh EV(t) et e,(t) qui généralisent les q-exponentiel- 

les classiques Eq(t) et e,(t) C31. Dans la section 2, nous montrons comment la 

définition usuelle d’Euler pour la fonction gamma s’obtient de façon naturelle en 

spécialisant les résultats de la section 1 au cas où X est uniforme et prend ses 

valeurs dans OLl , . . . . N-l) , N f IN . Après avoir introduit, dans la section 3, la 

notion de variable aléatoire q-uniforme à valeurs dans {O,l,. . .,N-1) , nous mon- 

trons comment notre interprétation probabiliste permet aussi d’obtenir directement 

le q-analogue T~(S) de F.H. Jackson Cl,61 pour la fonction gamma. Dans la sec- 

tion 4, nous considérons le prolongement analytique (en q ) de la fonction de 



Jackson en posant q = e 27ri7: où Im ‘I: > 0 . Un certain nombre de proprié& et 

formules concernant ce prolongement sont étudiées. Nous soulignons, en outre, com- 

ment on peut construire facilement toutes les fonctions elliptiques à l’aide d’une 

fonction auxiliaire spéciale Aq[s J = Pq[s]Fq[l-s J . Cette fonction, dont l’inverse 

est une fonction thêta, est en fait un cas particulier du q-analogue Bq(X’Y1 de 

la fonction bêta classique étudié par Askey CII. Via un développement en produit 

infini weierstrassien, un q-analogue pour la constante d?Euler Y est aussi propo- 

Nous terminons par la donnée d’une expression extrêmement convergente pouvant 

servir à l’évaluation numérique effective du prolongement analytique (en q et en 

s ) de la fonction de Jackson. Cette expression constitue, en quelque sorte, un 

q-analogue de la Vrformule de décomposition IT de Prym 191 pour la fonction gamma 

d’Euler habituelle. 

1. Factorielles gnéralisées Tnl !n 

Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N et de distribution r 

où 

I T  = (Top7T1j7T2j.**) = = 9 1 hi 1 9 hi 2 0 ) i 0,1,2,*** i-o (14 

On a donc 

Prob(X=i) = hi , i = O,l,2,. . . (14 

Considérons maintenant une suite de variables aléatoires (Xk)k>l indépendantes et 

de même loi que X . La définition suivante va nous permettre d’associer à la va- 

riable aléatoire X deux types de ~ackaticL&A gén&u.&Men Cnl!, et <n>!TT . 

DÉFINITION 1.1. Pour chaque n f IN les nombres Cn31T et <n>! sont 7T 

définis par les égalités 

1 
Cn3!= c 

7T 
Prob(Xl’X2-. . .sXn) = i < 

1 

<i ail l  a ovin 
-. . .-- n 

1 - = Prob(Xl<X2<. . .<Xn) <n> ! i <. . .<i ail.. .~in c 
7r 1 n 

(1.3) 

(1.4) 
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et sont appelés respectivement n de la p/temi&4e et de la 

On vérifie facilement que 

et que les inégalités suivantes sont satisfaites pour tout 

0 5 Cn3!, 5 <n>!T 5 03 . (1 l 6) 

Les r-factorielles prennent donc leurs valeurs dans la demi-droite réelle complétée 

ii? =lR+u {cg . 

Introduisons maintenant deux types de ~~~~~~ti~ti binomiaux ghdmtiAE4. 

DÉFINITION 1.2. a) Pour chaque k,n 6 IN tels que 0 I k 5 n , les CCC&- 

probabilités conditionnelles suivantes 

b) 

sont définis par les 

1 -.. = Prob(Xl<. . .5x, 1 Xl’. . .‘Xk et Xl+l’. . SXn) (1.7) 

1 -= Prob(Xl<...<Xn 1 Xl<“.<Xk et Xk+l’. ..‘Xn) . (1.8) 

Pour chaque 

ebp&ce sont définis par 

si 

n C (N , les T-w.&Lw de la p&m-i.&e et de la dctutiihe 

1 
Cn3= Prob(Xl<. . .<Xn 1 Xl&. .‘xn 1) 

Tr 

1 - = Prob(Xl<.. .cXr 1 Xl<. . .<X, 1) <n> A 7T 

L-03 q <o> = 0 
7T TT 

si n =o. 

(l-9 

(1.10) 

Les wfactorielles, les coefficients n-binomiaux et les v-entiers sont 

reliés entre eux comme dans le cas classique: 



PROPOSITION 1.3. Pau.4 loti k,n 6 tN , 0 I k 5 n , OM a &ti &Mm~~ 

<n> ! 
<;T = 7T 

<k> !,<n-k> ! Y en> ! 
7r 7l = <lyZ> 7T . ..<n> 7T . 

(1 .ll) 

(1.12) 

DÉMONSTRATION. C’est presque immédiat. En effet, la Définition (1.7), l’indépen- 

dance et 1 ‘équidistribution des variables aléatoires (Xk)k,l permettent d’écrire 

1 Prob(Xlc.. .2Xn) 

- = Prob(Xl<. . .G$) . Prob(Xl+ls.. -sXn) 
caT 

l/Cnl !n 

= (l/Lkl!,) l (l/Cn-kl!,J l  

D’où l’égalité de gauche dans (1.11). Quant à l’égalité de droite, elle provient 

du fait que 

n 
Prob(Xls...aXn) = 1 Prob(Xl<...iXn i+l 1 Xl’...<X, i) . 

i=l 

Les égalités (1.12) se démontrent de façon analogue. 0 

Le lecteur remarquera que l’on a aussi les formules 

(1.13) 

+n = $k>TI Y a> n 
7l = yTF . 

La fonction exponentielle et possède aussi ses -andague& Voici com- 

ment ils sont définis. 

DÉFINITION 1.4. Soit t 

la p&Wbtre et de la deuti&w? ehpdce 

une variable formelle. 

sont données par les séries formelles sui- 

vantes 

1 Prob(Xl%. .<X,)t” 
n20 

(1.15) 
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E,(t) = 1 tn = 
n>O <n> ! 1 Prob(Xl<. . .cXn)t” . 

l-l n20 
(1.16) 

PROPOSITION 1.5. En ;t~mU de tea cfi&tdbtian n = (7To,Tl,. ..) UM. a &A 

E,(t) = (l+7rot) (ltn1t) (l+n2t). . . (1.18) 

en.(t) . ET(-t) = ET(t) l e,(-t) = 1 l  (1.19) 

DÉMONSTRATION. Le coefficient de tn dans (1.17) est donné par 

c 
ao a 1 TO IT 1 . . . = c 7r. . ..r. = Prob(Xl<. . .sXn) . 

aota 1 t.. .=n i I...<i 1 -n 
il in 

Le coefficient de tn dans (1.18) est donné par 

c 
i < 1 ..A n 

n. . ..m-. = 
il ‘n 

Prob(Xl<. . .<X,) . 

Quant aux égalités (1.19) elles découlent directement de (1.17) et (1.18). 1 

Posons maintenant le problème général qui consiste a étendre, de façon 

turelle, les fonctions Cnl ! @fT 

remplacée par une variable complexe 

<n>! 7r 

s . 

au cas où la variable entière 

En d’autres termes: 

n est 

~ueb nuti Leh w-andugueh r,Cs! c.it rT<s> puw~ & &wmEun gamma 

d’ Eum? 

On voudrait que ces fonctions soient, autant que possible, méromorphes en s et 

qu’elles satisfassent les formules 

r,cst13 = c~3~p , rpti> = <sqys> . (1.20) 
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Nous ne discuterons pas ici ce problème de prolongement tel que posé pour 

des distributions TT = (IT~,IT~ +, . . .) arbitraires. Nous allons plutat considérer 

certaines distributions TT convenablement choisies et montrer (dans les deux pro- 

chaines sections) qu’il est possible de résoudre le problème correspondant de façon 

simple et élégante. Celà va nous donner l’occasion de mettre en évidence un cadre 

probabiliste commun pour les fonctions gamma d*Euler et de Jackson. 

2. Distributions uniformes et fonction gamma d*Euler 

La présente section, de nature plutôt élémentaire, considère le cas où la 

variable aléatoire X est uniforme et prend ses valeurs dans (O,l, . . . ,N-1) c tN . 

Nous allons montrer comment l’approche probabiliste générale de la section précé- 

dente permet, dans ce cas particulier, d’arriver directement à la fonction gamma 

d*Euler. Cette démarche nous servira d’ailleurs de guide dans la section 3 où nous 

introduirons la fonction q-gamma de Jackson par des méthodes probabilistes à peu 

près identiques. Dans ce cas, la variable aléatoire X sera remplacée par une va- 

riable aléatoire que nous appellerons q-uti@m~. 

Pour chaque entier N 2 1 considérons la variable aléatoire uniforme 

x = UCN) qui prend les valeurs O,l,Z ,...,N-1 avec équiprobabilité. Désignons 

(NI par n = 71‘ = (no 1 WI ,p , . . .) la distribution de probabilités de U(N) . On a 

donc 

7T (NI PJ) =“TT =...=7T (NI 
0 1 N-l = l/N et hi =0 si i>N. (2.1) 

Convenons des notations compactes 

[n]!, , <n>!N , eN(t) , EN(t) 9 . . . etce (24 

pour désigner respectivement 

Cnl! WI 9 <n>! (NI 9 e WI (t) 9 E (NI 0) 9 . . . etc. (2*23 
7r 7T 7r 7r 

Les 

particulier, 

expressions générales 

les formes suivantes : 

pour T-exponentielles prennent, ce cas 
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eN(t) = (l-t/N)-N = 1 tn/[n]!N (2.31 
Il.20 

EN(~) = (l+t/N)N = 1 tn/<n>!N . (2 4 
n20 

La formule du binôme de Newton permet alors d'écrire 

l/[nl !N = (-1)“(-;I/N” = $(l t i) (1 + 6). . .(l t y) (2.5) . 

_ N+n-1 
- ( 

n 
N-l = I/N 

( n+l)(nt2) . ..(n+N-1) 

(N-l)! l N” 

(24 

l/<n>iN = (n)/N" = $1 - $(l - $...(l - z$) . (2.7) . 

On en déduit que les deux espèces de IT (NI -entiers sont donnés par 

hlN = n/(l+(n-l)/N) , n 2 0 (2.8) 

I n/(l-(n-l)/N) si n I N 
en> = 

N w  1 
. (2.9) 

si n>N 

Faisant N-ta dans (2.5)-et (2.7) on obtient les égalités 

(2.10) 

qui expriment le fait probabilistiquement évident suivant: 

Lorsque (ULN)lk>l est une suite de variables aléatoires uniformes indé- 

pendantes de m%me loi que U (NI , alors 

w  lim Prob(U1 <...<unN)) 
N- 

(NI Prob(U1 <...4JLN)) = l/n! 

Comme Euler l'a remarqué, la variable entière n n'apparaft que polyno- 

mialement et exponentiellement dans le membre de droite de (2.6). On peut donc 

remplacer cette variable n par une vatLicrb&e ca~~p.&~~ s et passer à la limite 

(N -f w) pour d&&&& s! par la formule 

l/s! = lim (s+l)(st2)...(stN-1) -s 

N- 1 l 2 . ..(N-1) N ' s c (E . (2.11) 
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Pour des raisons historiques, la fonction gamma est, quant à elle, définie par 

r(s) = (s-l) ! . (2.12) 

Une renormalisation de (2.11) permet d’exprimer cette fonction par la formule 

classique 

m (SI = lim s l 

(l+s) (2ts) . . . (Nts) 
1 l 2...N l Nœs ,  s C C ’ (2.13) 

qui montre en outre que l’équation fonctionnelle fondamentale 

r (stl) = SI-(S) (2.14) 

est satisfaite. Introduisant dans (2.13) des facteurs exponentiels de convergence, 

on obtient immédiatement le produit weierstrassien pour la fonction gamma comme suit 

l/r(s) = s l lim (1 t T)(l t $) . . (1 + $e-” len N 

= S 

S -- 
= s eys i (1 + $e ’ 

p=l 
(2.15) 

Où 

Y= lim (lt$ . ..tl/N& N) est la constante d’Euler. 
N- 

Ce produit infini, qui converge uniformément en s sur tout compact du plan com- 

plexe, montre que la fonction l/r(s) est une fonction eti&e dont les zéros sont 

simples et situés aux entiers négatifs o,-l,-2,... On en déduit que la fonction 

I’(s) est m&~motrphe dans (c , n’a pas de zéros et que ses pôles, tous simples, 

sont situés aux entiers négatifs o,-l,-2,... De plus, l’équation fonctionnelle 

(2.14) ainsi que (2.15) montrent que le résidu de r(s) au p61e s = -p est 

donné par 

Rés(r(s) ,-p) = (-l)Ql! , p = 0,1,2, l  . . (2.16) 
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Les formules (2 .ll) à (2.16) sont évidemment très bien connues. Nous les 

avons incluses ici puisqu’elles vont nous permettre de mieux souligner (section 4) 

les analogies fondamentales qui existent entre la fonction gamma d’Euler et le pro- 

longement analytique de la fonction q-gamma de Jackson. 

Incidemment, la fonction gamma d’Euler permet, en regard de (2.5) et (2.7), 

d’effectuer l’interpolation de [n]!h, et w>!N en posant 

rb]N = (N-l) ! 
~(N+S-1) ’ N S-1r(s) , 

IbN = . 

On vérifie alors que 

r[n+ljN = [n3!, , rcntbN = <">!N 9 

rb+ll, = [s]Nr[siN ) r<s+bN = <s'Nrcs>N , 

lim rcdN 
N+@O 

= lim r<s>N = r(r) . 
N- 

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

3. Distributions q-uniformes et fonction q-gamma de Jackson 

Nous allons maintenant montrer comment on peut obtenir les q-analogues 

classiques décrits dans l%ntroduction en spécialisant les formules générales de la 

section 1 au cas où la variable aléatoire X suit une loi géométrique. En approxi- 

mant ensuite la loi géométrique par des lois q-uti&/unti à valeurs dans 

W,l ,...,N-1) , nous obtiendrons alors directement la fonction q-gamma de Jackson 

via une démarche tout à fait parallèle à celle de la section précédente. 

Soit q c R tel que 0 < q < 1 et supposons que la variable aléatoire X 

suit une loi géométrique de paramètre q donnée par 

‘k = Prob(X=k) = qk(l-q) , k = 0,1,2,... (34 

On a la proposition suivante: 
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eq(t) = 1 

(1-(1-q)t) (1-Wq)qt) (l-(l-q)q2t). . . 
(3.2) 

= 1 (-9>(W) (kL)tn 
n>O lwq 1-q 2 

l  l  * 1-q” 
(33 

Eq(tl = (l+(l-q)t) (I+(l-q)qt) (lt(l-q)q2t). . . (3.4) 

- 1 ,4n(n-1) (1-q) (1-q ) (1-q )p . . . 
nZ0 l-q l-q2 l-qn 

(3.5) 

2 
Cnl! 

9 
= (+&y...+$ (3.6) - - 

<n> ! = ,-tn(n-1) (1-q) (l-92) (l-qn) 
9 l-q l-q l  .* l-q . (3.7) 

DÉMONSTRATION. Les produits infinis (3.2) et (3.4) s’obtiennent directement de la 

Proposition 1.5 par simple substitution de (3.1) dans (1.17) et (1.18). Il est fa- 

cile de voir que ces produits infinis satisfont les équations fonctionnelles 

(3.8) 

La méthode des coefficients indéterminés et ces équations fonctionnelles permettent 

alors de conclure aux égalités (3.3) et (3.5). Les égalités (3.6) et (3.7) décou- 

lent alors de la Définition 1.4. 0 

REMARQUES. A cause de (3.6) et (3.7)) les q-entiers de la première et de 

la deuxième espèce sont donnés par 

Cnlq = $ et <n> 
9 

= , - W I  l l-qn 

l-q . 

On a de plus la relation suivante entre Cnl! 
9 

et <n>! 
9 

(3.10) 
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<n> ! 
9 =9 

-In(n-l)Cnl, 
‘9  l  

(3.11) 

On en conclut que pour interpoler [n]! et 
9 

<n>! 
9 ’ 

il suffit de savoir interpoler 

Cn3 Iq seulement . En effet, si on réussit à définir rq[s] telle que 

Tq[ntl] = [n]! 
9 

et rqCstll = csiqrqrs3 2 (3.12) 

où nUN, s C C et Cs] = 1-qs 
9 1-q 

, il suffira alors de définir I’ <s> 
9 

par la 

formule 

VS’ = q 
-i!(s-l) (S-2)r cs3 

9 l  

(3.13) 

On aura alors aussi les formules 

rq<ntb = <n>! 
9 et r <S+i> = <s> r <s> 9 99 (3.14) 

où ncN, SUE et <s> 
9 

= q-(s-l) . (+?) 
l-q l  

Cependant, on ne peut remplacer directement la variable entière n par une 

variable complexe dans le produit cwnmW6 de n facteurs contenu dans l’égalité 

Cnl! 25L.d. .ti 
9 l-q l-q l  . . l-q l  

C’est ici que la notion de distribution q-uniforme entre en jeu dans ce problème 

d’interpolation. 

DÉFINITION 3.2. Soit q c R tel que 0 < q < 1 et soit N un entier 

21. he variable aléatoire entière X = U (%NI est appelée q-uni@/une sur 

ml , . . .,N-1) si sa distribution de probabilités n = v cm - - (r. (WI ,&$oJ) 
1 , . . . ) 

est donnée par 

k 
OikiN-1 

(3.15) 
kiN 

N 
où CNJ = [NI = + . 

9 - 
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Le lecteur notera que lorsque 

tend vers la loi uniforme sur 

N-, 00, la loi 

que introduite plus haut. 

{O,l,. . . 

q-uniforme sur 

q + 1 la loi 

J-1) utilisée dans la section 2. 

M,l , . . . ,N-1) 

q-uniforme sur CO,1 , . . . ,N-1) 

De plus, 

tend vers la loi géométri- 

Nous sommes donc dans une situation tout à fait sembla- 

ble à celle que nous avons rencontrée lors de notre discussion de la fonction gamma 

d’Euler. Afin de poursuivre cette analogie plus à fond, nous allons calculer les 

factorielles généralisées associées à la variable aléatoire X = U (%NI . Utilisons 

à cet effet le lemme suivant. 

LEMME 3.3 (q-analogue du binôme de Newton). 

CO 
1 

- c CN+k-l k 
(1-Z) (1-qZ) . . . (1-qN-‘Z) - k=O 

k ‘Z 

(1tZ) (1tqZ). . l  (l+qNBIZ) = 
N 
7 

k:O 

où C!l = L-NI ! l- 0 l-qk 
[k-j!&k-J! et Ck3! = i-9 ’  f$= ’  ‘8. ’  lwq l  

DÉMONSTRATION. Ces formules sont classiques dans la théorie des 

les peuvent facilement se démontrer par induction sur 

q-analogues. 

par exemple. Cl 

(3.16) 

(3.17) 

El- 

On notera que les formules (3.16) et (3.17) tendent vers les formules du 

biname de Newton habituelles lorsque q + 1 . D’où la terminologie utilisée dans 

le lemme. 

PROPOSITION 3.4. LU dac;toki&tes g&Wéti de la p~&dtre ti de la 

1 
w  = CN+;-l l/CNln = CNinil I/L-N 1” 

9 

_ Cn+llCn+2~...CntN-13 . 1 
c11t23.. .CN-11 CNln 

(3.18) 

(3.19) 
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DÉMONSTRATION. Posant 

q-anato@e pom tu dontion gamma d’Eu& 

Z= t/C NI dans les formules (3.16) et (3.17) du lemme, on 

obtient des expressions pour les exponentielles 
eq,N w  et E 

%N 0) associées à 

la variable aléatoire q-uniforme Um) . Les égalités (3.18) et (3.19) décou- 

lent de l’identification du coefficient de tn dans ces expressions. 0 

Remplaçant la variable entière n par une variable complexe dans (3.18) 

on arrive, comme dans la démarche d’Euler rappelée plus haut, au 

vant pour la fonction gamma. 

DEFINITION 3 S. 

est la fonction rqcsl 

O<q<l,le 

définie par 

q-analogue sui- 

q-analogue pour la fonction gamma 

rqcsl Cl1c23.. .[Nl 
CstlJCst21.. &+NI ’ cNJs (3.20) 

où [t] = (l-qt)/(l-q) est l’interpolation naturelle de Cnl lorsque t C C et où 

t 
q = etLn 9 . 

Remarquons que lorsque l’on pose 9 = 1 dans la formule (3.20) on retrouve 

le produit d’Euler habituel pour I’(S) (i.e. I’+sI = I’(s)) . De plus, étant donné 

que, pour O<q<l, 

N 
lim [N] = lim .k% = -!L 

)+) l-q l-q ’ 

la fonction lYq[sl peut aussi s ‘écrire sous la forme du produit infini suivant 

2 3 
rqcs]  1  = 1 . (l-q) (1-q 1(1-q 1 l  ** s  - 

(1-q) (1-qS) (l-qy (1-qst2) .:. 
(3.21) 

On vérifie que ce produit converge ti~otuni%~ti sur tout compact du plan complexe 

excluant. les points s qui annulent les facteurs (1-q”‘) , u 6 N , entrant dans 

le dénominateur. 

En conséquence, la fonction lYqCs3 est m@komo~phe dans (c , n’a pas de 

racines, et ses pôles sont tous n&y$~ et situés sur le dunL-~~~~u infini 
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On vérifiera facilement que cette fonction satisfait bien les équations fonction- 

nelles (3.12) énoncées plus haut. 

o<q< 1 

Incidemment, l’étude du cas ou 

puisque l’on a 

se ramène directement à celui où 

Cnl!l/q = q I”(“-q-n, tq . (3.23) 

NOTE. La fonction rq[sl donnée par (3.20) a été introduite pour la pre- 

mière fois (pour s réel) par F.H. Jackson C6I dans le cadre de l’étude de son 

concept de q-i.ti@turkion . En fait, la q-intégration est l’opération inver- 

se de la q-dérivation Cd/dtl définie par la formule 

d 
C$h (t> = cp w  - cP(qt) 

u-q)t l  

(3.24) 

L’opérateur Cd/dtl a le même effet sur les séries du type 1 antn/Cnl! que l’opé- 

rateur d/dt sur les séries du type 

Cd/dtJe(t) = e(t) . 

1 antn/n! . On a en particulier 

q-intégration revient à résoudre l’équation 

(3.25) 

pour la fonction (ou série) inconnue cp(t) . On vérifie que l’on a 

Cd/dtlcç (t) 
n-1 k k 

=Ut) <=‘cPW -el% = (l-qlt c uJJ(q t) (3.26) 
k=O 

pour n = 0,1,2,3 ,... Utilisant des notations quelque peu différentes de celles de 

Jackson, la notion de q-intégration peut se formuler comme suit (pour 0 < q < 1): 

a> la q-intégrale de $J entre les bornes qnt 
n-l 

= ws>t c  sk$(skt)  l  

k=O 

et t est donnée par 

b) la q-intégrale de q entre les bornes 0 et t est donnée par 

(3.27) 

= Ps>t c  qk,tqkt,  l  

k=O 
(3.28) 
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tion 

Avec ces notations, la représentation 

rp1 peut s *écrire 

q-intégrale de Jackson pour la fonc- 

, Res>O. 

Ainsi, l’analogie avec la formule intégrale d’Euler 

r(S) = tsœleBt dt , Re s > 0 

(3.29) 

(3.30) 

apparaît dans toute sa clarté. 

La formule (3.29) peut facilement être établie comme suit. On remarque 

d’abord que CO] = 0 , [oo] = lim CN3 = 1/(1-q) . On obtient ensuite via (3.28) et 

(3.4) 

1 

(l-q)s-l 
(1-q) (l-q2). . . lq”s 

n20 (l-q). . . (l-qn) 
= rqcsl 

à cause de la formule (4.60) établie plus bas. 

4. Etude du prolongement analytique (en q ) de la fonction IYq[s] 

Jusqu’ici, la fonction rqcsl n’a été définie que pour s f C et 

9 6 (W) 5 IR l  Afin de mieux souligner le fait que cette fonction dépend aussi de 

la variable q , nous allons utiliser les notations suivantes 

rqcsi = rcs,qi , [SI 
9 

= Cs,ql , etc. (4.1) 

La fonction 

rIs,q3 = l 0 (1-q) ( 1 -q2) ( 1-q3) . . . 

(l-q)+l (l-SS> (l-qs+l) (1-qst2). . . 
(4.2) 

dépend en fait de trois choses: 
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b) (lwq)‘-’ = e(s-l)en(l-q) = e 
-(s-l)(q+i q2t+ q3t...) 

; 

c) qs = e s 1n q . 

Donc, si on veut prolonger cette fonction à tout le disque unité pointé 

nous sommes forcés de choisir une détermination de ln q dans c ). Une façon 

d’éviter ceci est de poser (selon l’usage établi dans la théorie des fonctions el- 

liptiques) : 

9 
= ,2ni-c 

2 Im ‘I: > 0 (4 l 4) 

1n q = 2rir , qs = e2ri’rs . (4.5) 

Techni 

unité 

.quement 

pointé 

parlant, (4.4) constitue un revêtement simplement connexe du disque 

(4.3) par le demi-plan supéri eur ouvert ImT>O. 

En substituant (4.4) dans (4.2)) on obtient une fonction de 

que nous désignerons par rcs[r1 . De même nous poserons 

[slr] = [s,e2Kir] = ’ - e 
2&cs 

1 _ .21Ti’r l  

PROPOSITION 4.1. a) 

p8.h (en 

La 6ontian 

rcsl+d = r[s,e2Tir] 

ti holomorphe wz 

et de 

Im 7: > 0 . 

r 

s ) de c&e @wXon loti koti simples ti GA.& &XL tee demi-réseau: 

Cet&~ &wtion n’a aucun ZERO en 



A pop06 chn q-andogue pou.~ a4 &mZLon gamra cf’Eu..h 

rcs+l~-cl = csprlrcs~~l 
(4 l  7) 

rcs+$l?l = (l-q)-? rTSIT1 , (J-8) 
S 

rcslT+ll = (l-q)’ r[ ut $)S~TI . (4.91 

vk-L.4 
Iplwl) 

Rés(rCslrl,-~tv/~) = (-1) 2?ri~ Cpi! 
. (l-q)-w’T . (4.10) 

DÉEIONSTRATION. a) Le demi-réseau Pr donné par (4.6) n’est qu’une traduction du 

demi-réseau 0 donné par (3.22) via q = e 275.T . On vérifie directement par les 

techniques usuelles, que le produit infini 

rc+i = 1 (1 
-e2’rrir 

> (1 
_,47;i’r 

> . . . 

(1 
-,2Tir s-l l 

1 (1 

_,&i’rs 
I(l 

-,3ri~(stl) 
1 . . . 

converge uniformément en 

tout compact 

en 

çant 

L 

S sur tout compact 

situé dans le demi-plan supérieur 

s ¶ 1 ‘holomorphie en 

S 

T 

et uniformément en 

Imcr > 0. 

et la non-existence de zéros. 

? 

(4.11) 

sur 

D’où la méromorphie 

b) Les formules (4.7) et (4.8) se déduisent par simples calculs en rempla- 

Par s t 1 dans (4.11) . Le groupe des transformations homographiques 

T w  (awb)/(cwd) qui laissent invariant le demi-réseau (orienté) Pcr est formé 

de toutes les translations 

T»Ttk kcE. 

L’équation (4.9) (qui se déduit aussi de (4.11)) apparaît donc comme une formule dé- 

crivant la modification que subit la fonction l’[sl-c] sous l’action du générateur 

?»‘1: tl decegroupe. 

Cl Faisant tendre S vers -p t v/'I dans 1 ‘expression (stp-v/T)rcsld 

on obtient, tenant compte des équations fonctionnelles (4.7) et (4.8)) 
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(1-q) -w ~WrCsld,-wW~) = lim csl~st13~, .cs+v-ll . (st~-v/~)rCst~-v/?I-cl 

(l-q) -v /T 
l lim tr[t]TJ = c-px-y-11.. J--l] *O 

(l-q)-v’* l c 

où la dernière égalité est due au fait que C-r1 = -q%l et (voir (4 .ll)) 

lim tpCt]TJ = (q-1)/(2CT) . cl 
t+o 

Le lecteur remarquera que lorsque q + 1 (i.e. r C 0 ), alors le demi- 

réseau Z$ se réduit, à la limite, à l’ensemble des pfiles 0,-l,-2,-3,... de la 

fonction I’(s) d’Euler. Quant à la formule (4.10)) elle se dégénère dans ce cas 
CI 

en la formule habituelle Rés(r(s),+) = % . Finalement, tout comme dans le . 

cas de l/(s) , la fonction i/rcsld est ekCG%e en s . 

Par analogie avec la fonction périodique bien connue 

n(s) = r(S)r(i-S) = A, (4.13) 

nous allons maintenant associer à la fonction I’CslTl une fonction que nous dési- 

gnerons par ACsld (= Bq(s,l-s) selon les notations de Cl]). 

PROPOSITION 4.2. a) La &vztin AC+l d&bhLe pah 

ACSlTl = rc+l l ru-+1 (4.14) 

UX uw &YMC&&W méromorphe w  s C C ti holomorphe w  T pocch Im ‘I > 0 . fti 

p&!A 

Cette 

en s ) de c&e dontion AOPZX Z~OU simples ti A~XUC% autt 1~) réseau complet: 

(4.15) 

(4.16) 
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AdJ Tl = I\C+I . (4.17) 

- 1 Rés(f’U+],+) = (-1)’ &y-. q 31.IWl) . (4.18) 

En &Ut k!a &mtion l/Ab(-rl ti/t une fonction thêta (en s ) au AWA ck 42~ Xhh- 

DÉMONSTRATION. Ceci découle immédiatement des propriétés de la fonction 

r[ si-r] établies plus haut et du fait que RT = PT U (l-D$ . 

b) Il suffit d’utiliser les équations fonctionnelles (4.7) et (4.8). 

Cl Tenant compte de (4.16) et (4.17)) on a successivement 

Rés(A[slTj,v+v/T) = Rés(A[sl-rh) 

= lim (s-p)ACslrl 
s-w 

1-I P-lp w-u = lim (-1) q (s-~)A[S-j.+l 
s-w 

puisque le résidu de I’Ctld en t = 0 est égal, par (4.10), à (q-l)/2TiT . 

Rappelons enfin qu’une fonction th&ta, au sens de la théorie classique des fonctions 

elliptiques, est une fonction entière O(s) qui est doublement %emi”-périodique 

au sens suivant ClOl: il existe deux périodes indépendantes 

constantes a1 s 61 , o2 y 8, telles que, pour tout 

w1 et 

on ait 

w2 
et quatre 

aiS+Bi 
O(Stwi) = e O(s) , i = 1,2 . (4.19) 

Prenant ~1 = 1 , o2 = 1/7: , a1 = iv , 61 = -2CT 9 a2 = f3, = 0 on voit que la 

fonction entière l/r,[sl~] est une fonction thêta particulière dont les zéros, 

tous simples, sont situés aux points du réseau complet R Cl 
7 l  
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REMARQUE. Soient ~1 , w2 deux nombres complexes linéairement indépen- 

dants sur IR . Ces deux nombres engendrent un réseau discret 

cl= 11 {n 0) f y2 1 nl c E 9 n2 c J3 . (4.20) 

On sait que toute fonction elliptique f(s) de périodes Ul ’ w2 (i .e. f(s) est 

méromorph e dans c et satisfait f(s-w) = f(s) , 
1 

i = 192 1 peut s f exprimer sous 

la forme 

f(s) = A 
a@-a$ o( s-a2) . . . o( s-an) 

a@-bl) a(s-b2) . . .o(s-b,) , A= const. (4.21) 

a. 
1 

et b. 
3 

, satisfaisant c a. = 1 lb. 9 J 
sont des représentants bien choisis, 

modulo s2 , des zéros ‘i et des pôles 9 f(s) le parallélogram- 

me fondamental des périodes y 9 9 . Quant à la fonction ds) , c’est la fonc- 

tion @ma de Weierstrass qui est définie par le produit infini suivant 

ls2 

a(s) = a(s;w,,w,> = s n Cl- 3 
;+ z(w) 

e 
WCC?* 

(4.22) 

Où Il est bien connu que cette fonction est une fonction thêta dont 

les zéros sont tous simples et situés aux sommets du réseau 52 . En fait, la fonc- 

tion l/xs Jo] est intimement reliée à la fonction o(s) puisque l’on verra plus 

loin (formule (4.46)) que 

1 atbstcs 2 

‘I\Csl-c3=e dW,l/T) (4.23) 

où a,b,c, qui ne dépendent que de T , seront explicitées. En regard de la 

formule (4.21) il apparaît donc que toute fonction elliptique f(s) de périodes 

y=19 9 = l/~ (ce qui ne restreint pas la généralité) peut s’exprimer à l’aide 

de la fonction A[s] = A[+I sous la forme 

f(s) = B 
A[s-bllACs-b21.. .ACs-bnl 

A[s-allACs-a21...ACs-an1 ’ B = const* (4.24) 

Il est donc possible de fonder toute la théorie des fonctions elliptiques sur les 

propriétés de la fonction A[s[~3 . 
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Far analogie avec le produit infini (2.15) pour la fonction F (s) d’Euler, 

nous allons maintenant exprimer la fonction ~[SI ‘I: 1 sous la forme d’un produit 

weierstrassien. L’expression que nous obtiendrons fera ressortir deux constantes 

yT et XT qui sont, en quelque sorte, des q-anahguti de la cutititiy! d’ Eulu. y . 

De plus, les constantes a , b , c dans (4.23) pourront s’exprimer simplement à 

l’aide de la constante XT . 

PROPOSITION 4.3. La &7ncLiun rcspr1 

&= (4.25) 

où P* 7: 
T = 0 \m ) ‘1: P Tank tee dem&n&eaL; (4.6) , ti où y, et XT nov& deux 

27~ ix N k 

yT =Vicr+lim - 1 & - JhLNl 
)J.+.cc q-$1 

(4.26) 

(4.27) 

Avant de démontrer ces formules, on remarquera qu’elles se dégénèrent res- 

pectivement, dans le cas limite -r = 0 (i.e. q = 1 ), en (2.15), y, = y = cons- 

tante dlEuler habituelle et A0 = - y /k 1 2 = -n2/6 . Dans le cas où Im ‘I: > 0 
k=l 

(i.e. 0 < Isl < 1 19 les constantes y, et XT peuvent aussi s’écrire sous les 

formes 

y, = &n(l-y) -t- 2TriT {i - y 2 ) 
n=l l-q” 

x 2 1 
7: = (2C-r) {- - 

12 Y&) 
n=l (l-q ) 

puisque Ckl = (1-qk)/(l-q) et lim CN] = 1/(1-q) dans ce cas. 
N- 

(4.28) 

(4.29) 

DÉMONSTPJTI ON. Par définition, on a 
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1 Lt11 = lim [s] l ~13. L-s+21 
rnqTï Nw me . . . . Cs+Nl 

--m--O cN3-' . 

Or, pour tout t C C , on peut écrire 

t 
[t-J = +AL = qJt . 9 

$t 
- 9 

-It ;t 

-9 q-l = 2i * sin(7rTt) 

puisque q = e 27~ iT . Utilisant l'expression bien connue 

M 
sin 7rZ = lim 7rZ II* (1-+) 

v=-M 

(où n* signifie que l'indice v = 0 est omis), on trouve les formules 

M 
s lim I-I* (1--+) 

M- v=-M 

et, pour u = 1,2,. . .,N , 

Cstpl M 

CPI 
= enirs lim r[ (1-A) . 

W v=-M qJtv/r 

Substituant (4.33) et (4.34) dans (4.30)) on obtient 

q-1 
27rir I%+l = s lim e -S hCNl,(Ntl)riTs . lirri ficI- S ) 

-)ktv/r 

(4.30) 

(4.31) 

(4.32) 

(4.33) 

(4.34) 

(4.35) 

où le produit est effectué selon les indices u , v tels que 

(p,v) + (0,O) , 0 2 p I N , -M < v 5 M . (4.36) 

Etant donné que 

(4.37) 

la théorie générale des produits infinis de Weierstrass montre que pour avoir con- 

vergence absolue (et uniforme sur tout compact) dans (4.35)' il suffit d'y interca- 

ler des facteurs exponentiels de la forme 

Et $(y 
e 3 w= -p -t v/r . (4.38) 
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On a donc 

* = “tJ($ 
{s II (l- $)eU ~p* s z] . ” eY,(N)stwN~s2 (4.39) 

T 

avec 

Y, (NI = (Ntl)inr - an[N] - lim c 1 (4.40) 

et 

XT(N) = - lim c ’ 
M+= GWV/~) 2 

(4.41) 

où les sommes sont effectuées selon les indices u , v satisfaisant encore (4.36) . 

Utilisant les formules classiques 

M 1 T cet TZ = lim 1 n (4.42) 
W v=-M 

et 

7r2 2 M 1 cosec TZ = lim 1 - 
w  v=-M (Z-v) 2 

(4.43) 

on obtient les expressions suivantes pour les lim r entrant en jeu dans (4.40) et 

(4.41) 

p=l M+m v=-M Pr - ' 

N N 
= -7TT c cet 7rp7: = -7riT 1 ql-l t 1 

p=l p=l qv - 1 

(4.44) 

et 
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limj ’ 2 (4 1 

hh (-.cr+vld 2 
= ‘I: lim 1 - 

M-f00 (w-q2 

M N M 1 = T2 lim (2 1 + t T2 1 lim E: 
M+O0 V=I v 2 

1.1~1 M-tee V=-M (p-v) 

1 2 2 2 2 N -- 
-3 ?rT +7TT c 

cosecz 
TrrcIT 

p=l 

-1 22 2ni-r 2 -pr’r i-(-j ql-l 
q-1 

B 
&I=l CjJ! 

2' (4.45) 

Substituant (4.44) et (4.45) dans (4.40) et (4.41) et utilisant (4.39), on obtient 

bien les formules qu’il fallait démontrer. 

COROLLAIRE 4.4. La cmhtatie x T 
la &nc&hn nigma de Crtei~G4uha a(s) = o(s;l,l/~) cclmmc? acLik 

122 2 
1 2%x 7TiTst(+6 ~ T )s 

7rq7=qe . o(s;l,l/-r) l  (4.46) 

DÉMONSTRATION. Posons, pour simplifier les notations, 

W(s,o) = 
~tJ(~)’ 

(l-i)e . 

Puisque le demi-réseau P T et le réseau complet R 
T 

satisfont les relations 

VT u (4,) = RT , VT n (4,) = w’c 1 v c 21 (4.47) 

nous pouvons écrire (en tenant compte de l’équation fonctionnelle (4.7) et de la 

Proposition 4.3) 

= - (4.48) 
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où R* 
T 

= R \{O) . 
T 

La formule (4.46) s’obtient alors de (4.47) en remarquant que 

et que 

s II w,a = o(s;l,l/T) . cl 
oc 7 

Les constantes a , b , c , annoncées dans (4.23) ont donc été complètement iden- 

tifiées. 

La fonction l/A[sl~l étant une fonction thêta, elle doit pouvoir se dé- 

velopper à l’aide de aammeh infinies rapidement convergentes. Voici deux tels dé- 

veloppements. 

PROPOSITION 4.5. Lu &xm.h a) ti b) wiva~zZe4 huti vtibtti puut kauh 

s,T où SC QZ cd ImT>O 

a) 7icsT-if = c =do ky (-l)kqik(k-l)e2riTks 

où 

(-qkqik 
2 

1 (-l)nC(2n+l)slq tn(n+l) ,-2’rrinrs 

(4.49) 

(4.50) 

(4.51) 

uù 

C(2ntl)sl = C(2n+l)slq = (l-q(2n+1)s)/(l-q) . (4.52) 

DÉMONSTRATION, a) A cause de la Proposition 4.2, la fonction l/ACsl est entière 

et periodique de période l/T . Elle possède donc un développement de Fourier de 

la forme 
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al 
1/M-sl = 1 c eZri’rks 

k=a k 
(4.53) 

dont il s’agit d’identifier les coefficients ck (qui sont indépendants de s ). 

Comme on a aussi Féquation fonctionnelle 

l/ACStll = -e-2”i7s/A[s] (4.54) 

on trouve, par substitution de (4.54) dans (4.53)) que les ‘k satisfont les re- 

lations 

k 
$+l = -9 Ck , k 6 2 . (4.55) 

Posant C 
0 

= c ) on tire de (4.55) que 

D*oÙ la formule (4.49). 

‘k 
= (~~)kqluwc , kcZ. (4.56) 

Pour obtenir la valeur de c 9 il suffit de poser s=; 

dans (4 49) . 

b) La formule (4.51) est beaucoup plus difficile à établir. Pour l’obte- 

nir, nous allons faire appel à l’une des quatre fonctions thêta de Jacobi: 

tion q(z’q) qui s’exprime comme suit C12, pp. 464 et 4701 

la fonc- 

2 
Ol(Z’4) = 2 1 (-l)nq(“+s) sin(2ntl) z 

n20 

= 2 II (l-q2n) l qa sin z . II (1-2q2k COS 2ztq4k) . 
k>l 

(4.57) 

Le produit (4.2) pour la fonction ri33 permet d* écrire 

1 
ncs3 

kts k-s 
w  -9 1 

Wqk) 2 

(4.58) 

Remplaçant z par TTS et q par q z dans (4.57) on trouve, tenant compte de 

(4.58) et du fait que q = e2TiT , 
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1 
(Ld) l 

yrTs,qi) 

Ac = l-q 2q1/8 sin TTs II (1-qn)3 
n21 

9 
1/8 sin 7TTs II (1-qn)3 

1 (_,)qlncn+l)-ns(l_g(2n+l)s)/(l”q) 
Tl20 = 

n (l-qn)3 
. 

n21 

(4.59) 

La formule (4.51) découle alors immédiatement en utilisant., au dénominateur de 

(4.591, une identité fameuse de Jacobi qui se lit 

n (L-qn)3 = 1 (-l)n(2ntl)q’n(nt1) . U 
nZl n20 

La formule (4.51) est particulièrement efficace pour lYSvaluation numérique effec- 

tive de la fonction A[S~TI , et ce pour tout s 6 (I\RT et tout T tel que 

ImT>O. Quant à la fonction Xsl~l dont l*inverse n’est, en quelque sorte, 

qu’une “demi” fonction thêta, on serait porté à croire à l’inexistence d’un déve- 

loppement pour cette fonction qui soit aussi convergent que (4.51). En effet, les 

produits (3.20), (4.2) et (4.25) qui expriment la fonction I’[s,ql = I’[sl-c] (où 

q 
= ,2ri.T 

9 Im T > 0 ) ne sont pas très bien adaptés au calcul numérique effectif 

étant donné leur convergence relativement lente, spécialement dans le cas où lq[ 

est près de 1 (lql < 1) . Cependant, il existe dans la littérature sur le sujet 

Cl], deux expressions pour rCs,qJ faisant appel, cette fois, 

rcs,q1 = (l-q) (l-q2). . . . 

(l-q)s-l 
lq”s 

n20 (l-q). . . (l-qn) 

valable pour O<q<l, Re s > 0 et 

n(n-1) - 

à des &MYII~~ infinies: 

> (4.60) 

1 
rCs,s3 

= (l-q)s-l 

(l-q) (1-q2). . . 
. 1 (-1)” q 2 qns 

n20 (1-q) . ..(l-qy ’ 
(4.61) 
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valable pour O<Iql<l et sCC. 

Ces deux formules peuvent, par exemple, être démontrées simplement à par- 

tir des expressions (3.3) et (3.5) pour les q-exponentielles e 
q 

et E 
9 

sous 

forme de sommes puisqu’on a 

Il-s,ql = (l-q) ( l_s2) l  l  * 

(l-q) s-1 

e (,d) 

9 1-q 

et 

1 
rcs,ql= 

(lwq)s-l 
E (- -& 

(1-q)(l-q2). . . q l-q . 

(4.62) 

(4.63) 

Bien que plus efficaces que (3.20), (4.2) et (4.25) pour le calcul de rC s,ql , 

les expressions (4.60) et (4.61) contiennent toujours le produit infini 

(l-q) (1.q2) (1-q3) . . . (4.64) 

qui converge, encore une fois, relativement lentement. 9 fixé cependant, et 

pour s variable, la formule (4.61) est quand même très efficace puisqu’elle con- 

tient des “facteurs de convergence’T de la forme 

n(n-1) 
2 

9 (4.65) 

qui tendent vers zéro extrêmement rapidement lorsque n-+=. 

La formule que nous allons maintenent proposer pour r Cs,ql aura l’avan- 

tage de ne pas faire apparaître de produit infini du genre .(4.64) titi en can&Avati 

quand même des facteurs de convergence rapide du type (4.65). Elle sera donc très 

efficace numériquement, à h &h pour tout q et tout s . 

PROPOSITION 4.6. PouA h.& q = e2’rrir , Im ‘c > 0 ti titi s c (c h0ti 

rcs,qII = 
1 , 1 (-1)” ql”(“+l) . 1 

(l-q)‘-’ n20 (l-q) (1-q2). . .(1-q”) 1 - qstn l  

(4.66) 
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DÉMONSTRATION. Considérons d’abord le cas où o<q< 1 

cessivement 

I 
Cd 

rTs,ql = c 1 t s-lE( -qt) 
COI 

= 1 qk(&)s-l . (1-qktl) (1-qkt2) (1-qkt3) . . . 
k20 - 

Re s > 0 . 

1 
l 

y qks 1 (-1)n q’“(“+l) k n 

(l-q) ‘-’ k;O . . . (l-q”) 
(9 1 

Il20 (1-q) 

1 
l 1 ( 1 qk(s+n)) (-l)n 

$n(ntl) 
= 

(l-q)s-l TCO kz0 Cl- 9) . . .(1-q”) 

1 n bn(n+1) 
l c 

1 l C-1) q 

(1-q)‘-l nz0 1 - qs+” (1-q) . ..(l-qn) l  

On a suc- 

(4.67) 

(4.68) 

L’expression (4.67) étant justifiée par le fait que (voir (3.5) avec 

t = -q k+l/(l-q) ) : 

(1-qktl) (1-qkt2) (1-qkt3). . . = E,(-qk+l/(l-q)) 

= 1 (-1)n qincntl)- 
(4 1 

k n . 

n20 (1-q) . . . (l-qn) 

Comme le développement (4.68) converge uniformément en s sur tout compact 

K 5 cc\P et uniformément en z T sur tout compact L dans le demi-plan supérieur 

Im ‘I’ > 0 , on déduit par unicité du prolongement analytique, qu’il converge auai 

vers rcs,q1 pour tout et tout T tel que ImT >O. 

Le lecteur remarquera que la formule (4.66) constitue, en quelque sorte, 

un q-analogue de la fameuse décomposition de Prym c2,91 pour la fonction gamma 

d’Euler: 

r ( s )  = 1 “1 l & t  Q (s )  .  

nro l  

(4.69) 
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La fonction Q(s) , qui est u&&& en s 9 est donnée explicitement par 

Q(s) = r eWtts-’ dt = 1 cnsn 

1 n20 

avec 

y (Ln t)n dt , n = 0,1,2 ,... (4.71) 

Conclusion 

(4.70) 

L’approche probabiliste élaborée dans la section 1 du présent travail per- 

met de considérer la théorie des q-analogues comme un cas particulier d’une théorie 

plus vaste: celle des n-analogues où TT = (no,71 ,IT 1 2’*** 1 est une distribution de 

probabilités discrète qu~&~nque. 

En choisissant convenablement la distribution YT (distribution uniforme, 

q-uniforme, géométrique) nous avons directement été conduits non seulement aux 

q-anal0 

Jackson pour la 

gues clas siques 

foncti 

des fact .oriel les, des expon enti 

on gamma d’Eu1 er mais a 

et au q-analogue de 

ions th^eta, et fon ctions 

connexes, qui sont fondamentales en théorie analytique des nombres par exemple. 

Même les “q-constantes d’Eule+ et x 
T 

qui sont apparues 

(4.28) et (4.29)) dans notre produit weierstrassien pour rcs,q1 

naturellement (voir 

contiennent les 

sommes 

c -.L- = c ao(n)q” 9 
nrl 1 - qn n21 

1 4 = 1 qoqn 
n21 (l-q ) n21 

où oo 00 est le nombre de diviseurs de n et est la somme des diviseurs 

de n . 

En utilisant une autre distribution de probabilités, par exemple 

T!- 
0 

, krl, 

le lecteur vérifiera sans peine que les exponentielles et factorielles généralisées 

correspondantes sont alors données par 
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fi e,(t) = - ET(t) = 
sinhV6t 

sind?X ' m 

Cnl! = (-l)"-l(2n)! cn>! = (2n+l)! 
7-r 2, 6n(22n-1-1)B2n ' 7F 6n l  

Cette fois, ce sont les nombres de Bernoulli B2n qui entrent en jeu. 

L'étude générale des r-analogues offre donc tout un champ d'explorations 

futures extrêmement riche en possibilités. 

Pour terminer, l'auteur désire remercier vivement Messieurs A. Joyal, 

P. Leroux et J. Labelle (membres de l'équipe de Combinatoire de l'université du 

Québec à Montréal) ainsi que Mademoiselle I-1. Décoste (de 1Wniversité de Montréal) 

pour l'encouragement hautement stimulant qu'ils lui ont communiqué pendant l'élabo- 

ration de ce travail. 

L'auteur remercie aussi l'examinateur pour lui avoir fourni les références 
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