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UNE IDENTITÉ LIÉE AUX PARTITIONS 
C. Gauthier 

La recherche des partitions d’un nombre entier positif n revient à celle 

des solutions (rl,r2,...,rn) c lNn de: 

rl t Zr, + . . . t nr- = n . 

11 est alors clair que: 

0 5 rk 5 [$ 1 , k = 1,2,.. 

où [x3 représente le-plus grand entier 5 x . 

Soit 

P(n) = I(rl,r,, . ..,r,> C Fin : rl t 2r2 

9-l 9 

t . . . t nr n = n} . 

Nous avons alors l’identité suivante: 

1 q n-l 
c I = 1 t i 1 (n-k) 1 i 

P(n) 
rl!r2!...rn! k=l P(k) rl!r2.. ..rk! 

(1) 

Pour la démontrer nous allons développer en série entiere la fonction expC(l-x)?, 

pour Ix] < 1 ; la série obtenue et sa dérivée convergeront uniformément dans le 

même intervalle. 

Soit 

-- expC(l-x) -11 = c A,x” ¶ 1x1 < 1 . 
n=O 

(2) 



En dérivant terme à terme la série (2) ) on trouve: 

( z A,“)( y (n+l)x”) = y (n+l)An+lxn , 1x1 < 1 
n=O n= 0 n=O 

(3) 

car 

(1-x)-2 = y (n+l)X , pour 1x1 < 1 . 
n=O 

L’équation (3) permet d’obtenir la relation qui suit, entre les coefficients An 

de (2): 

An = kklo (n-k)Ak , n = 1,2,3 ,... 

L’identité (1) vient alors de (4) en utilisant la formule de di Bruno pour les 

c’est-à-dire (v. Cl], p. 36): 

An = c 
1 e p(n) rl!r2! . . .rn! ’ n = 1,2,3,... 

(41 

An ’ 

Il est possible de généraliser l’identité (1) de la façon suivante. Con- 

sidérons des nombres réels a19a29. . . ,an à partir desquels on construit, en choi- 

sissant convenablement les a et a 
0 ntk ’ k= 1,2,3,... , une série entière uni- 

formément convergente dans un certain intervalle 1x1 < R , R > 0 : 

f(x) = 1 anxn . 
Il=0 

La démarche précédente reprise avec f(x) au lieu de (l-x) -1 conduit alors à: 

rl r2 rk 

c + ini1 (n-k)an k 1 a1 a2 ‘**’ . 
P(nl rl!r2!.. .rn! n k=l - P(k) rl!r2!. . .rk! 

Dans la suite du résultat classique: 

c 1 n-l n 
Q(n) kl?k2! . . .k,! = (n-1)T 

où 
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Q(n> = ((kl,k2,...,kn) c: tNn : kl + k2 t . . . t k = n) n 

et de ceux du même type qui se déduisent de C21, pp. 188-191, c'est-à-dire: 

1 k! (n-l)! 
P(n> kl!k2!...kn! = (n-k)!(k-l)! 

et 

1 (-l)n-k ' 
p (n) k 1. ,k 

;! 
2....kn! ; 9 :: ; 

1 
; 

' 
9 3 9 4 ,... 

où k = kl t k2 t . . . t k n' la relation de récurrence (1) permet de calculer 

F(n) = c 
1 

P(n) 
kl!k2!...kn! 

pour n = 1,2,3,... 

En effet, si l'on pose F(0) = 1 , l'identité (1) devient: 

1 n-l 
F(n) = ; c w-W(k) ; 

k=O 

il est alors facile d'obtenir: 

F(1) = 1 , F(2) = ; , F(3) = F, F(4) = g , F(5) = g , 

F(6) q +g , F(7) = z , etc. 
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