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MATRICES TOPOLOGIQUEMENT NILPOTENTES
S. Berman et A. Joffe'

Abstract

The following result is proved. If T is an n X n complex matrix then
Tk +0 as k » o if and only if Tr(Tk) +0 as k > , where Tr(T) denotes

the trace of T .

Rappelons le résultat classique suivant: soit T une matrice carrée d'or-
dre n dont les €léments appartiennent 3 un corps de caractéristique zéro. Les

énoncés suivants sont alors équivalents:

(1) T est une matrice nilpotente;
(2) 1les valeurs propres de T sont toutes nulles;

(3 Tr(Tk) =0 pour tout k 21, oi Tr(T) désigne la trace de T .

Ces énoncés ont une version topologique: soit T une matrice carrée d'or-
dre n dont les &léments appartiennent au corps des complexes. Les énoncés sui-

vants sont alors €quivalents:

(i) 1la suite {Tk} converge vers z&€ro lorsque k » « ;
ii) 1les valeurs propres de T sont de norme strictement inférieure 4 1 ;
prop
(iii) 1la suite {Tr(Tk)} converge vers z€éro lorsque k -+ « |
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L'équivalence de (i) et (ii) découle d'un résultat classique (cf. par exem-
ple [1], p. 112). Une démonstration €lémentaire résulte de l'observation que les
valeurs propres d'une matrice sont des fonctions continues de la matrice et que les
k

- iéme
valeurs propres de T sont des racines k des valeurs propres de T

Que (ii) implique (iii) est banal; pour &tablir la réciproque, il suffit

de montrer que les S; < 1 pour i=1,...,n, Sp+--S, €tant des nombres com-
plexes tels que la suite s? + sg + .+ si tende vers zéro lorsque k » o« ., Il
suffit pour cela de démontrer que si ]si| =1, 1<1i<mn, alors la suite

k k ” .

Sy + ... + S, Te peut pas converger vers zéro lorsque k - . Ceci est une con-

séquence d'un résultat de Kronecker (cf. [2], p. 332). Nous préférons esquisser

une démonstration €lémentaire du lemme suivant qui implique notre résultat.

LEMME. Soient 0.6, des nombres néeks. 1L existe alorns une suite de
nombnes entiens n Ztendant vers L'ingini telle que pour 1 < £ <n La suite

exp(in ez) converge vers 1 Loasque k fend vens L'infini. En particulien,
k
lim sup{|exp ik@; + ... + exp ikenl :k=21}=n.

DEMONSTRATION. Soit C" le cube de R" dont les points ont leurs coordonnées
dans l'intervalle [0,2m] et désignons par gk 2 1'argument de exp(ikez) s
3
. n .
gk’£ € [0,2m] . Notons Pk le point (gk’l,...,gk’n) de C . Pour tout entier
m , étudions la suite P_,P

5P ; au moins deux de ces points seront 2

N

m e jm,...

m
-~
a

=

une distance inférieure ; soient Pu et PV avec u < v . On aura alors

j1 - exp[i(v—u)mez]i < %‘ pour 1<4£ <n

puisque (v-u)m 2 m . Le lemme est donc &tabli.

-

REMARQUE. Pour toute matrice carrée T @& €léments complexes la conver-
gence de {Tr(Tk)} n'implique pas la convergence de Tk . I1 suffit de considérer
la matrice T = (é i) pour s'en convaincre. Cependant si la suite {Tr(Tk)} con-
verge vers C , alors C est nécessairement un entier non négatif borné par n .

-~

T est semblable 3 D+ N ol D est une matrice diagonale, N une matrice nilpo-
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tente et ND=DN . Si Tr(Tk) -+ C , alors Dk + P ol P est une projection sur
un sous-espace de dimension C et 1l'on vérifie que {Tk} est une suite convergente

si et seulement si PN = 0 , dans ce cas {Tk} converge vers P .
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