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MONOSPLINE À OSCILLATION’MINIMALE 
Richard Bastien et Serge Dubuc 

1. Introduction 

Nous nous proposons d’analyser diverses formules de quadrature pour les 

fonctions de classe c4 dont la 4e dérivée est positive. Nous retenons un critère 

d’optimalité qui est nouveau, mais qui selon nous, a quand même son intérêt propre. 

Dans ce cadre, nous dégageons la formule optimale de quadrature. On analysera en- 

suite la disposition des noeuds et la répartition des poids. A part les tout pre- 

miers noeuds et les poids correspondants, on a l’impression que les noeuds de la 

quadrature optimale se suivent selon une progression arithmétique et que les poids 

sont constants. De fait, il s’agit d’une illusion numérique. L’explication de ce 

phénomène provient de ce qu’une certaine transformation Q, du plan en lui-même est 

hautement s inguli ère. Cette transformation Cp envoie le plan sur un arc simple du 

plan, elle admet un point fixe x0 . D’autre part, si x est un point voisin de 

X 0 ’ la suite des itérées C(x) convergent vers x 0 ’ la convergence est excel- 

lente, elle est d’ordre 3. Les propriétés de cette formule de quadrature sont ob- 

tenues par la technique désormais classique du transfert de ces probl carres - 

pondants portant sur des fonctions splines. La quadrature optimale recherchée est 

associée à une fonction spline à oscillation minimale. 

2. Critères d’optimalité pour une formule’de quadrature 

valle unité 

F une classe de fonctions réelles continues définies sur l’inter- 

CO,11 , on désignera par I(f) l’intégrale de f sur l’intervalle 



CO,11 .* Une formule de quadrature est par définition une fonctionnelle sur F , 
k 

Q : F -t R qui est généralement de la forme Q(f) = 1 pif(xi) où 
i=l 

0 I xl c x2 < . . . < xk I 1 . Les valeurs x19x2, . . ., xk sont les noeuds de la qua- 

drature. Les valeurs pi sont les poids de la quadrature. En présence de deux 

formules de quadrature, Ql et Q2 , qui utilisent le même nombre de noeuds, quand 

dira-t-on qu’une quadrature Ql est plus avantageuse qu’une quadrature Q2 ? La 

réponse à cette question varie selon les auteurs, elle dépend fortement de la classe 

F que l’on a retenue et très souvent elle dépend d’une autre fonctionnelle sur fi . 

Citons par exemple le critère de comparaison de Sard Dl. Pour un entier donné, n , 

supérieur ou égal à 1 , F = c”c0,11 et l’on considère sur F la semi-norme 

Pn(f) (f(n)(x))2 dx)’ . Sard dirait qu’entre deux formules de quadrature Ql 

et 42 ’ Ql est meilleure que Q2 si l’on a 1 ‘inégalité 

sup(lI(f) - Q,Cf> I ’ P,(f) ’ 1) 5 sup(lI(f) - Q,(f) 1 : p,(f) I 1) . 

Néanmoins ce n’est pas ce crithe que nous voulons satisfaire. Soit f 

une fonction de classe C n dont nous voulons évaluer numériquement l’intégrale. 

La formule de Taylor donne que f(x) = P,(x) t R,(x) 

n-l 
P,(x) = 1 fli)(0) Xi/i! , R,(x) = x-t) n-1f(n) (t) dt) /(n-l) ! 

i=O 

Puisque I(f) = I(P,) + I(R,) et que l’évaluation numérique de I(P,) ne 

pose aucune difficulté, nous nous limitons à l’intégration numérique du reste R n l  

Enfin, avec une petite dose d’arbitraire, nous retenons la classe de fonctions 

‘n = {f : f c Cn[O,lJ , f(i)(O) = 0 , i = O,l,...,n-1 et Vx c CO,llf n (x) 2 01 . ( 3 

Nous retenons aussi une fonctionnelle dite de contrôle: 

1 
P,(f) = fcnwl)(l)/n! = fcn) (x) dx/n! 

0 

Pour une quadrature Q , nous introduisons deux nombres m(Q) et WQ) : 

m(Q) = inf{I(f) - Q(f) : f c Cn , p (f) n = 1) 

WQ> = sup{I(f) - Q(f) : f c Cn , p,(f) = 1) . 
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La connaissance de ces deux quantités permet de borner simplement l’intégrale de f 

lorsque f c Cn : 

Q(f) + m(Q)Pn(f) 5 I(f) 5 Q(f) t M(Q)p,(f) l  

L’Q~~M de Q autour de 1 par rapport à la fonctionnelle de con- 

trôle p, est par définition le nombre O~C(Q) = M(Q) - m(Q) . Enfin on dira 

qu’une quadrature Q est op&W& si pour toute autre quadrature Qt qui utilise 

le même nombre de noeuds, l’oscillation de Q’ n’est pas inférieure à l’oscilla- 

tion de Q . 

3. Formules de quadrature et fonctions splines 

Nous rappelons ici la formule de Peano pour l’écart entre I(f) Q(f) 
k 

lorsque Q(f) est la quadrature 1 Pif(Xi) avec 0 5 X1 < . . . < xk I 1 . Si les 
i=l 

dérivées successives jusqu’ à 1 f ordre n-l de f sont nulles à l’origine et si 

f” ( 1 existe et est continue, 

1 

f(x) = (x-t)y-‘f(“)(t)dt/(n-1) ! 
0 

(L’expression U 
t 

désigne la partie positive de u 9 U =U 
t 

si sinon 

U 
t 

= 0 .) D'où 

1 
I(f) - Q(f) = N(t)f(“)(t)dt/n! 

0 

k 
OÙ N(t) = (l-t)n - 1 npi(xi-t)n-l . 

i=l 

La fonction N(t) , le noyau de Peano de la formule de quadrature, est une 

monospline. Le noyau N(t) permet de contrôler les écarts entre I(f) et Q(f) . 

En particulier, les quantités m(Q) et M(Q) sont respectivement le minimum et le 

maximum du noyau N(t) lorsque t varie de 0 à 1 . 

Enfin ltoscillation de Q est précisément égale à l’oscillation de la 

fonction N sur l’intervalle CO,11 . Après des changements de variables tout 

simples, la recherche d’une formule de quadrature optimale pour la classe Cn re- 
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vient à trouver une fonction monospline 

tn - E pi(t-xi):-l , xi ~ CO,13 
i=l 

dont l’oscillation sur [O,l] est minimale. Pour n et k donnés, il s’agit de 

déterminer des nombres pl,p2, . . . . pk et x19x2,...,xk , 0 i x < xl < . . . < xk 5 1 
0 

tels que lloscillation de tn - p pi(t-xi):-l sur Fintervalle CO,11 est 
i=l 

minimale. 

4. Monosplines à oscillation minimale 

Oublions les formules de quadrature, nous caractérisons maintenant la mono- 

spline réduite dont l’oscillation est minimale. Auparavant, fixons quelques nota- 

tions. On désigne par Sn k , les fonctions splines de classe (n,k) , les fonc- 
3 k 

tions suivantes S(t) = Qn(t) t 1 qi(t-xi)+n où Qn est un polynôme de degré in- 
i=l 

férieur ou égal a n . On désigne par Mn k , les monosplines de classe (n,k) , 
9 

les fonctions M(t) de la forme t” t S(t) où S est une fonction spline de 

classe (n-1,k) . Ces notations sont usuelles. Nous désignerons par 
k 

$1; les 

fonctions de la forme t” t 1 qi(t-xi)~-’ où a<x <x <...< 1 2 xk <b ; nous 
i=l 

dirons d’une telle fonction qu’il s’agit d’une monospline réduite sur l’intervalle 

Ca,bl . 

‘Ca-i) = 0 4/t M(bi) = M(1) QL bl < a1 < b2 < a2 < . . . C bk < ak . 

Marc Bourdeau Cl1 a déjà étudié les cas n = 1 et 2 . Nous traiterons 

de la situation n 2 3 . Notons que Johnson C21 a résolu le problème analogue de 

caractGriser la monospline dont la norme uniforme sur CO,13 est minimale dans 
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M n,k ’ Il nous suffira d’adapter ses idées à notre contexte. En particulier, nous 

aurons besoin de son théorème 8 [ 2f que nous citons modulo quelques modifications. 

‘IHÉORÈME (Johnson, [2]). SU~~U~U~ cjue N 2 3 . SOL~ C= (c = (cl,c,,...,cN)) 

hcoUeckionda (N)-up.ttidenomb~titl&eesaù c1=0cc2< . ..ccN1<l=cN. 

.SOiX 

ex de 

t 

C 

L-WI ti auti f(Lc) une @nc&Lon de t 

a) f(t, 4 
1 

W 1 fb,c) 1 ds CA~ uti&&m~rneutt Uoignée de 0 , cle&t-à-d&e yu’ilt 

ex.Ate un 6 >‘o qui. minatte chacune de ced htEg~a&s. 

C) Poutr chuque vuteuh c de c , f(c . ,c> = o ; pam tti atien v&ew 
3 

de t, f(t,c) + 0 ti plh pkEchheti Le digne de f(t,c) eX (-#-j-l ai 

‘j-1 <t<c., 
J 

2sjsN. 
t 

So&t F(t,c) = E(s,c)ds . c)lf: Uti Bl,B,, . . . ,fiN une a(.&& de fiambka 
0 

M%!xhteeeecjue f3,=0 

F(Cj ,C> = X8’ ~ 
J 

l<jiN. 

Abordons la demonstration du Théorème 1. Montrons qu’il existe une mono- 

spline M(t) de ht’: qui remplit les conditions 1 et 2. Dans le théorème de 
9 

Johnson, posons 

spline de classe 

N= 2k t 1 . 

(n-1 Jo 

Comme fonction 

qui admet pour zéros 

f(t,c> 9 utilisons l’unique mono- 

cl =o, selon la multiplicité 

n - 1 , et C2,C3sa** et C2ktl l  
Nous faisons ici appel au théorème fondamental 

de l’algèbre pour les splines (cf. Théorème 1.1 de [3J). Selon les mêmes arguments 

que ceux de Johnson, les conditions (a), (b) et (c) du théorème de Johnson sont sa- 

tisfaites. Comme suite (Bi) :k+l , on prend la suite alternee de 0 et de 1 : 

(0,1,0,1,..., 0) . Le théorème donne donc qu’il existe un vecteur c pour lequel 

0 I F(t,c) ’ X , F(cl+2i,c) = 0 ) F(c2i,c) = X 9 1 5 i 5 k l  
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Si l’on pose G(t) = nF(t,c) , G est une monospline. Enfin, soit a la 

solution supérieure à un à l’équation G(t) = nX . Alors M(t) = G(at)/an est une 

monospline qui remplit les deux conditions 1 et 2. 

Vérifions que M(t) est d’oscillation minimale. Soit Ml(t) une autre 

monospline de M 091 
n,k ’ Posons a1 = inf{Ml(t) : t c CO,ll) , f31 = sup$(t) : 

t 6 L-0,1]) , L = M(1) . Raisonnons par l’absurde en supposant que /31 - a1 5 L . 

Soit Iti}~~~2 les valeurs ordonnées par ordre croissant où la fonction E prend 

successivement les valeurs 0 et L . Un calcul simple montre que 

‘1 Cti) - M(t,) 5 a1 si i est impair 

‘l(ti) - ‘M(ti) 2 fi, si i est pair . 

D’où l’équation Ml(t) - M(t) =Ci 1 admet au moins 2ktl solutions. Si xl est 

le plus petit des noeuds utilisés dans Ml ou dans M , on obtient que 

S(t) = (fil(t) - M(t))’ admet au moins 2k zéros dans (x1,1) , alors que S(t) 

est identiquement nul sur co,x11 . Ceci est impossible si Ml f 2 . Nous avons 

donc établi que lfoscillation de El est supérieure à celle de “M . 

Vérifions enfin qu’il n’existe qu’une monospline qui réalise les conditions 

1 et 2. En effet, si i2 remplissait les conditions 1 et 2 et était différente de 

la monospline déjà considérée i , on pourrait reprendre le raisonnement du dernier 

paragraphe en utilisant 2, pour M et % pour Rl et l’on obtiendrait une con- 

tradiction, que l’oscillation de fi dépasse celle de fi2 . 

5. Détermination des monosplines à oscillation minimale n = 1, 2 et 3 

Les monosplines minimales dans les cas n = 1,2 sont, selon Cl 1, 

‘1 k 
1 k i 0 =x-- c ( t ktl 1 ’ - k-tl’t ’ Os’ ‘l,k = l/(ktl) 

k 
$k = x 2-&-&x-$&)+ , d$k= 1/(1t2k)2 . 

9 1 Y 



THÉoIiÈME! 2. La manabpfine a o4Won mirtimaee dam M!/i FAX 
3 

M3,k(X) = ’ 3 - r” p ((x 2 i-l i - Xi)+) a.2 

h= (m(k-1) t 5)-l , 
N 
x1 = 4h/3 , il = 9h , 

“x. 
3 

= [3 tIB(2j-3) h , pj = 6V3 h , j = 2,...,k . 

L’oacU&Uan de & rnanabp.&ne ~nIf: 4h3 . 

DÉB0NSTRATION. Pour alléger la notation, nous désignons k3 k par M . Posons 
9 

bi = (2 + 2V3(i-1))h , a. = bi t 2h , m. = (aitbi)/2 , i = 1,2 ,..., k . Nous al- 
1 1 

lons montrer que sur chacun des intervalles [xi,xitl] , 

M(x) = Cxwmi) 
3 2 

- 3h (x-mi) t 2h3 , i = 1,2,. . . ,k 

(en sous-entendant que 

valle [Xl,g2] , @o 

ml = Jh et (x-ml)3 - 

N 

‘ktl = 1 ). Procédons par induction sur i . Sur l’inter- 

2 2 = x 3 9h(x-4h/3)2 - = x3 - 9hx t 24h x - 16h3 . Or 

3h2(x-mi) t 2h3 = X3 - 9hx 2 t 24h2x - 16h3 . 

Posons N(X) = (x-mi l)= - 3hL(x-mi 1) t 2h3 si Xi 1 5 x 5 X. . On vé- 
1 

rifie aisément que hi = (a i ltbi)/2 3 Xi - mi 1 = iJ3 h 

~(~i-) = 2h3 = ~(x,t) , 

~?(“Xi-) = 6h2 = ut (xi+) , 

~~T(xi-) = 6fl h et ~lf(~it) = -6fi h . 

D’autre part, “M et & sont continues et Mt~(~it) - Mfr(xi-) = -2pi = -12B h . 

La fonction M(x) - R(x) est constituée d’arcs de paraboles dont les dis- 

continuités des dérivées sur [x1,1] ne peuvent être qu’aux noeuds xi+1 . Or se- 

lon le calcul antérieur, aucune discontinuité des dérivées de M(x) - K(x) ne peut 

se manifester. Ce qui montre que fi(x) f ii(x) sur CXl,l] . 

On vérifie maintenant que ai = mi t h et bi = mi - h , d’où M(ai) = 0 

et R(bi) = 4h3 . D’autre part si Ix - mil 5 fi h , alors 0 < M(x) 5 4h 3 . Il 

reste à étudier % sur le dernier intervalle 
cx, , l l  l  “k = 

(3 t 2(k-1)fi)h . 



(l-m,)3 - 3h2 ( l’-mk) t 2h3 

Puisque h -1 = 2fi(k-1) t 5 , l-mk = 2h et fi(l) = 4h3 . Si Gk IxIl, 

0 I M(x) 5 4h3 . 

Le Théorème 1 permet de dire maintenant que % est la monospline d’oscil- 

lation minimale. 

C.Q.F.D. 

Il ne semble pas être possible d’obten,ir une formule explicite pour décrire 

‘n k dans le cas où n 2 4 . Cependant, regardons par curiosité les valeurs numé- 
9 

riques des poids et des accroissements des noeuds de E4 l. 
9 

, 
i pi ’ zi - ‘j;i 1 

1 0,277?8365 indéfini 

2 0,38274361 0,08792561 

3 0,38353414 0,09585048 
- 

4 5 i 5 10 0,38353414 0,09588354 

On a l’impression que tous les poids sont constants à partir du 3e et que 

les noeuds à partir du 3e suivent une progression arithmetique. Nous verrons qu’il 

s’agit d’une illusion numérique et nous expliquerons ce phenomène. 

6. Monosplines à élongation maximale 

Désignons par osc(n,k) l’oscillation minimale d’une monospline de $Ll n k . 
9 

Nous notons encore par fin k(t) la monospline de Mo 31 
3 

n k dont l’oscillation est pré- 
9 

cisément osc(n,k) . Pour mieux analyser in k nous allons dilater Vintervalle 
9 

CO,13 . Soit Mi¶L la totalité des fonctions f(t) de la forme 

f(t) = tn - ~ pl(t-xi)~=l où osx <x 1 2 <...<x 
i=l 

k ’ la variable indépendante 

t varie de 0 à 00 . Si f appartient à ns; , l’élongation de f sera par Mo 
9 

définition le plus grand nombre c non négatif tel que f(t) est compris entre 0 

et 1 lorsque t varie de 0 à c . Si c est l’élongation de f , 
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g(t) = f (tc) /cn appartient à $91 
n,k ’ Ainsi c-” 2 osc(n,k) . Ainsi Félongation 

de f est majorée par osc(n,k) -l/n . D’autre part l’élongation de la fonction 

Y”M, k(t/Y) où Y = (osc(n,k))-l’” est précisément égale à Y . 
9 

La recherche de la monospline a oscillation minimale dans Mo 91 n k est donc 
9 

équivalente à la recherche de la monospline à élongati’on maximale dans l@ 
00 

‘nlk l  

Ce 

dernier raisonnement permet de caractériser la monospline réduite d’élongation 

maximale. 

o<z 1 < y1 < 22 < y2 < . . . < Zk < yk < c 

M(yi) = 0 9 M(zi) = 1 9 1 I i I k 

0 5 M(t) I 1 = M(c) ai. 0 s t I c . 

Péeongtion de M CH &OU ce nombre c . 

7. Monosplines à élongation maximale de degré 4 

Notre propos ici sera d’établir l’existence d’une suite de quadruplets 

(P i9xi9Yi9zi)l 
09cx, telle que la monospline à élongation maximale de bj4 k est 

$,k@) = t 4 - j p (t-x$+3 

9 

et de fait, k 
i=l i M4 k prendra la valeur 0 pour (yi ~1 

9 

et la valeur 1 pour {zi}: . La clé de cette analyse est le développement de 

Taylor de la fonction M4 k(t) autour du point 
9 

t = yk : M4 ,ct) 
9 

= (t-yb)4 f- Ak(t-yk)3 -t B@j$’ l  

THÉORÈME 4. Soien% A ti B deux nombnti donna où 0 I B 5 4 9 

-. J 
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4 
y t Ay 3 t By 

2 3 - ~(y-x) = 0 (1) 

4y3 t 3Ay 2 t 2By - 3p(y-x) 2 = 0 (2) 

z4 3 tAz tBz 2 - p(z-x)” = 1 (3) 

42 3 t 3Az 2 2 t 2Bz - 3p(z-x) = 0 (4) 

admet une e2 une aeu& 4ah4kLan. Ve pRti, ai 

(~-y)~ t C(w-y) 3 t D(w-y) 2 ti/t: le dEveLappaneti de Taglott atiam de w  = y de la 

&mLbz w t Aw 3 t Bw 2 - p(w-x) 3 btm que p ) x P y eX z &mmzX la mtu- 

c(t) = 2(ltt4)/t3 , D(t) = (3+t4)/t2 

as 1<t<3a. En pahZicu&eh 0 K D 5 4 , 0 I c 2 2fi . En6i.n &L D = 4 , 

alatrd B=4. 

DÉMNSTRATION. a) Existence de la solution du système. Soit y > 0 . Les équa- 

tions (1) et (2) permettent de déterminer P X en fonction de 
Y l  

En effet, 

4 si L(w) est la fonction w  t Aw 3 t Bw 2 4 2 , x = (y -By )/L*(y) et 

p = (L’ o)3/(27L2~Yl) 

que x 20 , i 1 faudra 

f(w) = L(w) - p(w-x) 3 

degré 4 et que f(x) > 

. Faisons ce t 

supposer aussi 

sur 15ntervall 

0 3 f’(x) > 0 

WI et f*(w) 

el choix de et de Puisque l’on veut P x . 

que y 2 fi . Observons la fonction 

e Cx,yl . Puisque f est un polynôme de 

9 f”(x) > 0 , la règle des signes de 

chacune admettent au plus deux zéros compte Descart es donne que f ( 

tenu de la multiplicité des racines. D’où D(Y) = f”(Y) /2 > 0 et il existe une 

seule valeur de Z (X,Y) telle que f’(z) = 0 . Si F(z) = f’?(z)/2 , alors 

F(z) < 0 . Effectivement, la valeur de Z est la position où f(w) est maximum 

dans l’intervalle Cx,yl . Ce nombre Z est donc déterminé par les équations (1)) 

(2) et (4) dès que Y est fixé et c’est ce choix pour Z que nous faisons et 

posons H(Y) = f(z) . 
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Pour que l’équation (3) soit satisfaite, il faut trouver un y tel que 

H(y) = 1 . Faisons varier y de fi à l’infini. Nous allons montrer que 

H(B) 5 1 , que H(y) est strictement croissante en fonction de y et que 

lim H(y) = 03 . 
Y- 

Remplaçons l’équation (3) par l’équation (3’) 

z4 + AZ 
3 + Bz 2 - p(z-x)3 = WY) l  (3’) 

En dérivant par rapport à y les équations (l), (2), (3’) et (4), on obtient 

l’équation matricielle 

-(Y-X> 3 3P(Y-x) 2 0 0 - 

-3(y-x)2 6P(Y-x) WY) 0 

-(z-x) 
3 

3P(z-x) 
2 0 0 

-3(z-x) 
2 

6P(z-x) 0 2F(z) 

Le d.éterminant du système est 

Y 
S!E 
dY 

dx 
dy 

1 

dz 
.5-d 

0 

0 

. 

I-I’ (Y> 

0 
-l 

12p(y-x)“(z-~)“(y-z)D(y)F(z) < 0 . 

Par le théorème des fonctions implicites, les fonctions P 9 x et Z sont déri - 

vables par rapport à y . Après calcul, on obtient la valeur de la dérivée de H 

H’ (Y) = ~D(Y) (z-x) 2(y-z) /(y-x> 2 . 

H est donc strictement croissante. Montrons que lim H(y) = 03 . H(y) est la va- 
Y- 

leur maximale de f sur l’intervalle Cx,y3 . Ainsi 4 H(y) 2 f(x) = L(x) 2 x . 

Deplus, x= (y4-By2) /Lt (y) tend vers l’infini lorsque y tend vers 1 *infini. 

Ceci établit que lim H(y) = 00 . 
Vjoo 

Enfin, si y = fi, x = 0 , p = A t 2 + I& , z = fi/2 et H(I&) = ~~/16. 

D’où si B 5 4 , H(I&) F 1 . Ainsi il existe donc une et une seule solution au 

systgme d’équations (1)) (2), (3) et (4) sous les contraintes osxrziy. 
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4 b) Propriétés de coefficients (C,D) . La fonction f(w) = w  + Aw 3 + 

Bw 2 
- P(w-x) 

3 a un zéro double pour w  = y , d'oG 

4 w  +Aw 3 ,2 tBw - p(w-x)3 = (w-y)4 t C(W-Y)~ t D(w-~)~ 

où D= f”(y)/2 et C = f*I1 (y)/6 . Reprenant les équations (3) et (4) et posant 

t = (y-z) , on a que 

t4 - Ct3 t Dt2 =l (SI 

4t3 - 3Ct 2 t 2Dt = 0 . (6) 

La solution de ce système donne que 

c= 2(ltt4)/t3 , D = (3tt4)/t2 . 

Puisque l'on sait que f!'(z) < 0 , on obtient que 12t 2 - 6Ct t 2D < 0 et après 

simplification que tc3a. Utilisons l'hypothèse que A 5 2fl ; ceci permet de 

savoir que la fonction w  4 3 tAw tBw 2 ne prend jamais des valeurs négatives. 

Lorsque w  < x , -p(w-x)3 est toujours 2 0 . D'où f(w) 2 0 pour tout w  . On 

connait déjà deux racines à l'équation f'(w) = 0 , il s'agit de y et de 

z=y-t. Si y-u est la troisième racine, on a que u+o, U+t 

Des équations (6) et (69, 

4u3 - 3Cu 2 t 2Du = 0 . 

utt = 3c/4 ut = D/2 . 

s= f(Y-4 9 on obtient 

s = u4 - Cu3 t Du 2 

s = u4 - 4(utt)u3/3 + 2tu3 

s = u3 t u3(2t-u)/3 . 

U = D/(2t) = (3tt4)/(2t3) 

2t-u= 3(t4-l)/(2t3> . 

(6’) 

Si l'on veut évaluer 

Ainsi S = (3tt4)3(t4-1)/(16t12) . Or l'on sait que s20, d'où t 2 1 . Comme 



f20, on saura que le discriminant de l’équation 2 v tCvtD= 0 est inférieur 

ou égal à 0 ; crm. La fonction t + (3tt4)/t2 est décroissante sur 1 f inter- 

valle (1,3’) . D’où 0 < D 5 4 . 

et 

Montrons enfin que si 

c=4. 

Ainsi f(y-2) = 0 l  

si y=l/E. 

D = 4 , alors B=4. Si 

f(w) q (w-y)4 t 4(w-y)3 t 4(w-y)2 

2 = (w-y) (w+2-y) 2 . 

Ceci ne peut arriver que si 

B=4. 

x= 0, 

D=4 , alors 

Y =2. 

t=l 

C.Q.F.D. 

Si l’on désigne par @ la transformation (A,B) + (C,D) telle que défi- 

nie par le théorème précédent sur le domaine I (A, B) :01B14, OrAsm), 

on peut considérer les diverses itérées Cp n de @ : Qn+1 = (Qn) . Indiquons la 

liaison naturelle entre la transformation @ et les monosplines à élongation maxi- 

male de degré 4 . Posons y, = 0 , A0 = BO = 0 , (A1 ,y = QWo9Bo> 9 

(y32) = @(Al,Bl) , . . . Ainsi (An,Bn) = @,(O,O) . A l’aide de la suite Ak , Bk 

et du systbme (1); (2), (3) et (4), nous pouvons construire par récurrence une suite 

(Pk’xk’Yk’zk)k-1 l  
En effet, si p , x , y , z est la solution de ce système avec 

A = s-1 et B = Bkwl 9 on pose pk = p ) xk = yk 1 + x , yk = yk 1 t y , 

=k = Yk-1 $- ’ ’ 

Le Théorème 3 permet d’affirmer que M4 k(t) = t 
t 

4 - f pi(x-xi)3 l  La 
i=l 

suite de notre étude est d’étudier le comportement des deux suites (P 1 k et cx,> . 

Nous verrons que pk converge vers 8 et que xk - 2k converge. Cela sera une 

conséquence du fait que la suite (Ak9Bk) converge de façon rapide vers le point 

wo l  
Dans un premier temps, déterminons les points fixes de la transformation Qr . 

i’ 

LEMME 5. 

UAJ) :01B14, 0 I A 5 26) G%$ A = 4 , B = 4 . 
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DÉMONSTRATION. Soit (A,B) un point fixe de la transformation Q . Si 

P(w) = w4 t Aw 3 -t Bw 2 on a que P(w) - P(w-y) = ~(w-x)~ . Dans P4 , 1 t espace des 

polynames de degré inférieur ou égal à 4 , on sait que le noyau de l’application 

P(w) + P(w) - P(w-y) est formé des fonctions constantes. On peut dès lors vérifier 

directement que la solution générale de l’équation 

P(w) - w+-Y) = p(w-x)3 

2 2 est X t p(w-x) (wty-x) /(4y) ou X est une 

ficient de w  4 est un, on obtient p = 4y . 

obtient P(x) 2 0 , il faut donc que X = 0 . 

2 2 que x (y-x) t A = 0 . D’où X = 0 et x = 

constante arbitraire. Comme le coef- 

Puisque A 2 0 , B 2 0 , x 2 0 , on 

Puisque P(0) = 0 , il faut aussi 

0 . Le maximum de P(w-y) pour 

xsw<y, doit être égal à 1 ; 4 or ce maximum est y /16 et ainsi y = 2 , 

P(w) 2 = w  (wt2) 2 et A=B=4. 

Du Théorème 4 et du Lemme 5, il suit que pour tout couple (Ao,Bo) , 

0 5 BO s 4 , 0 5 A0 5 2fio , la suite Qn(Ao,Bo) converge vers le point (4,4) . 

En effet Q, applique le-domaine de départ sur un arc simple. La restriction de Cp 

à cet arc simple n’admet qu’un point fixe et ce point fixe est une extrémité de 

l’arc, ceci est suffisant pour établir la convergence des itérés vers ce point fi- 

xe. Pour étudier la vitesse de convergence vers ce point fixe, il est important 

d’étudier la transformation @ autour de ce point fixe. C’est la prochaine étape 

qui est exécutée. 

8. Etude locale de la transformation ip 

Pour (A,B) donné, 0 I B 5 4 et 0 < A le système d’équations (l), (Z), 

(3) et (4) permet de définir 4 fonctions de (A,B) , p , x , y et z dès que l’on 

exige, oixiziy. Vu que le Jacobien du système n’est pas singulier, les 

fonctions p , x , y et z sont analytiques. Une identité polynomiale en w  est 

associée à la transformation C,D = (P(A,B) : 

(W-Y) 4 $- wwi 3 i- D(w-y) 2 4 3 2 = w  tAw tBw - p(w-x)3 . (7) 
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Autrement dit, 

C= 4Y + A - p 9 

D= 6y2 t 3Ay t B - 3p(y-x) . 

La transformation Cp est analytique. Pour A fixé 2 0 et pour B variable mais 

voisin de 4 9 nous voulons évaluer les premiers termes du développement de Taylor 

de la transformation 

LEMME 6. A>O, au pah7.t 

(P ,X,Y,Z, 
aJ ax * 2 ) danneti tre~pe&wm~eti (A+4 , 0 , 2 , 1 , 0 , aB ’ x ’ aB ' aB 

-(3(A+4))-’ , 0 , 0) . 

DÉMONSTRATION. Il est aisé de vérifier que p = A t 4 , x = 0 , y = 2 et z = 1 

donne la solution du système. (l), (2), (3) et (4) lorsque 

rapport à 

B=4. 

ces mêmes équations en faisant Vévaluation en 

r -8 12(A+4) 0 O- 

12(A+4) 8 0 

3(A+4) 0 0 

6(At4) 0 -4 

i- 

ax 
3Ë 

= - 

2 
aB 

a2 
Tir_ .-. - 

En dérivant par 

B =4 , on obtient 

1 

4 

4 

. 

1 

2 
.- 

1 *-az 2 ax On vérifie aisément que aB - x = aB = 0 et a~ = -(3(A+4))-1 est la solution de 

cette équation vectorielle. 

THÉORÈME 7. Le Taybtr de chacune den 

4 t (B-4)3/(108(A+4)2) . 

DÉMONSTRATION. Posons 6 = (B-4) . Si @(A,B) = (C,D) , faisons le calcul de C 

et de D en fonction de B en négligeant les puissances de 6 supérieures ou Gga- 

les à 4 . Evaluons l’identité (7) au point w  = y - 2 



Lorsque 

à B3 

(W-Y) 
4 

t c(~-y)~ + D(w-Y)~ = w4 t (A-p)w3 t (Bt3px)w2 - 3px2w t px3 . 

w=y-2, chacun des termes du second membre est nggligeable par rapport 

à l'exclusion du terme 3 
Px l  

D'où l'on obtient 

16 - 8C t 4D = -@3/(27(At4)2) . 

Par le Théorème 4, la droite C = D est tangente à la courbe paramétrique 

c= C(t) , D = D(t) au point t = 1 . Ainsi en négligeant les termes d'ordre p4 

C=D= 4 t B3/(108(At4)2) . 

THÉORÈME 8. So/i;t: (An,Bn) = @ (0,O) . n fUoti il cxi&te un nombke Ç de 

(0,l) k&t que 

A ntl =4 - 4Mc3" t o([203n) 

B n-t-1 
=4- 4811% c3n t o(c2' 3n) . 

DÉMONSTRATION. Soit t un nombre de l'intervalle Cl,3'1 . Posons A = 2(l+t4)/t3 

et B =(3tt4)/t2 . Si (C,D) = Q(A,B) , soit u le nombre tel que C = 2(1tu4)/u3 

et D= (3tu4)/u2 , notons par u = f(t) cette fonction t ; celle-ci est analyti- 

que en t = 1 . Le Théorème 7 permet de dGgager le développement de Taylor de f 

au point 1 : 

f(t) = 1 t (t-l)3/432 t o((t-l)4) . I-c 

En effet dB = -4dt , dD = (dB)3/(108 x64) et dU = -dD/4 . 

Soit F(t) la fonction de Bottcher associée à f (cf. Monte1 c43 par 

exemple), F est l'unique fonction analytique définie sur CI,3al telle que 

F(1) = 0 , F'(1) = (432)~' et F(f(t)) = (F(t))3 . On sait que si t>1, F(t) 

appartient à 
(OJ) l  

Si fn(t) est la ne itérée de f et F-1 est l'inverse 

fonctionnel de F , on a que F(fn(t)) = (F(t))3n et f,(t) = F-l((F(t))3n) . 

Ainsi lorsque n tend vers l'infini, 'nCtl = 1 t \/432(F(t))3n t O((F(t))2'3n) . 



si (An,Bn> = Qn(O,O) et si to 4 3 est le nombre tel que Al = 2(ltto)/t 
0 

et B1 = (3ttpti , en posant t n = fn(tol , on a que 

A ntl = 2(lttf2)/ti et Bntl = (3+tpt; . 

I 

D’où 

A n-r-1 =4 - 4d432(F(to))3n f ow~to))'.3n) Y 

B ntl 
=4- 4dm(F(to))3n t O((F(to))203n) . 

Il suffit donc de poser 5 = F(to) . 

9. Comportement asymptotique des monosplines à élongation maximale de degré 4 

Nous en arrivons à la conclusion principale de notre étude. 

THÉORÈME 9. SU~ {pi,‘i3~-1 la al#Li&. de puidh ct de nac)ucb 

o<x < 1 
n 

t4- 1 
i=l 

c . Atu n 

x2 < . . . eit &.Ue que pauA chaque va&ti etihe de n , 

pi(t-x))3 eh;t la monanpkXne h&ciLLC;te d Eh2gation max.ima& ci' 

4LLteti~edeuxcutititiPn Y ex 5, O<C<1 ;teUU(s 

Etangatiun 

=2ntYt2tZDc 3n 
nt2 + O(C 

203~ 
1 l  

Un ubtieti &e cumpotiement aqmptutique ativati puuh Ra bLLike p 
n 4ktaauiXe c 

n' 

P - 8 nt2 - - 48d3 c3n t O((2*3n) , 

C nt2 = 2n t Y t 3 t fl t O(c303n) . 

DÉMONSTRATION. Reprenons la suite (pi,xi,yi,zi}~ 1 donnée dans le Théorème 3 de = 

la section 7 pour le cas n = 4 . Si (An,Bn) = @,(O,O) , les quantités 

(P J -) n n n-l'y~-Yn-l'zn-Yn-l ) forment la solution du système d'équations (l), (2), 

(3), (4) avec A = A n-l et B=B n-l l  

Vu le Lemme 6, P,+~ = Antl t 4 t 

o((Bntp92~ 9 xnt2 - Y,,.1 = -(Bn+l-4)/24 f wu+nt,-412) et Y,,2 - Yntl = 2 +- 



MunobpC.ne a aa&%xZWt mivG.ma& 

Utilisons le Théorème 8 avec sa notation. Nous obtenons 

P nt2 = 8- 48E 53n t o(S2.3n) . 
00 

Soit Y = 1 (y, - y, 1 - 2) = lim (y, - 2n) . 
n=l nw 

Remarquons 

yn+1 - (2n t 2) = Y - 
k=nt2 yk - $1 - 2, 9 

Y ntl 
= 2n t 2 t Y + O((Bntl-4)2) . 

Ainsi 

X nt2 =2nt2tY-2BE 

Pour étudier cn , on remarque dr abord que 'nt2 - 'nt2 est la plus grande 

solution de l’équation t 4 t Ant2t 3 +- Bnt2t2 = 1 . Ant2 et B nt2 sont voisins 

de 4 , -1 t fl est la plus grande solution positive de lléquation 

t 4 t 4t 3 t 4t 2 = 1 . D’où 

‘nt2 - ynt1 = fl - 1 +- O((Bn+2-4)) 

C nt2 = 2n t Y t-l/? t 3 t O(c303'L) . 

Le Théorème 9 est donc démontré. La détermination numérique de la cons- 

tante Y est facile, Y = 0,44424 . Le calcul de 5 est plus délicat à effectuer, 

ç = 0,000199 . La petitesse de Ç explique encore davantage pourquoi la suite ,p, 

tend si vite vers 8 . 
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