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QUELQUES PROBLEMES OUVERTS CONCERNANT
LES GRAPHES FORTEMENT HAMILTONIENS

Anton Kotzig et Jacques Labelle

INTRODUCTION
Depuis quelques années, plusieurs résultats ont &té obtenus dans 1'étude des

graphes dits fortement hamiltoniens.

Nous présentons aux lecteurs de nombreux problémes restés ouverts dans ce

sujet.

Soit G = (X,A) , A< Py(X) , un ghaphe simple. X est 1l'ensemble des som-
mets; a = {x,y} ¢ A est L'ar8te joignant les sommets x et y ; dg(x) = nom-

bre d'ar8tes passant par X .

Déginition 1. Un sous-graphe H= (X,L) de G (i.e. L c A) est dit un

gacteur Linéaine de G si Vx e X, dH(x) =1,

Remarque 1. Si G possdde un facteur linéaire H alors |X] est pair.

En effet, 2|L| = } dy(x) = [x] .
xeX

Définition 2. Une factorisation Linéaire de G est une partition de
A, A= Ll u L2 U .oa U Lk , telle que Vi = 1,2,...,k , Hi = (X’Li) soit un

facteur linéaire de G .

* Rechenche suppontée par Les subventions DGES-FCAC-77 et CNRC-A923Z dans Le cas
du premienr auteur.
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Remarque 2. Si G admet une telle factorisation, alors G est xfgulier de
degné k (i.e. V¥x, d;(x) = k) . (Un graphe cubique est un graphe régulier de

degré 3.)

Exemple 1. Le graphe cubique de la figure 1 n'admet aucun facteur linéaire.
Les graphes cubiques des figures 2 et 3 admettent les facteurs linéaires mais au-

cune factorisation lin&aire. (Voir [3].)

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

Définition 3. Une factorisation lindaire, A = L1 ] L2 U weu U Lk , d'un

graphe G est dite hamiltonienne si Vi = j , L v Lj est un cycle hamiltonien

de G (i.e. un cycle passant une et une seule fois par chacun des sommets de G).

Exemple 2. Considérons le graphe suivant (figure 4) d'ordre 12. (i.e.
|G| = |X| = 12) . Vérifier que la factorisation (figure 5) est hamiltonienne et

que la factorisation (figure 6) ne 1l'est pas.
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Fig. 4 Fig. 5 Fig. 6

Définition 4. Un graphe admettant une factorisation lin&aire hamiltonienne

est dit fortement hamiltonien.
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Exemple 3. Les graphes représentés par les figures 7, 8, 9 et 10 sont forte-

ment hamiltoniens et de degré 2, 3, 3 et 4 respectivement.

O XA A

Fig. 7 Fig. 8 Fig. 9 Fig. 10

DEfinition 5. Un graphe fortement hamiltonien est dit pwiement hamiltonien

si toutes ses factorisations lindaires sont hamiltoniennes.

Déginition 6. Soit 6(G) le nombre de factorisations lingaires d'un graphe

quelconque G .

Exemple 4. Pour les quatre graphes purement hamiltoniens suivants (figures
11, 12, 13 et 14), la valeur de §(G) est respectivement un, deux, dix et un

million. (Voir théoréme 2.)

Définition 7. Soient G et G' des graphes fortement hamiltoniens cubiques.
Soient D = {Ll’Lz’LS} et D' = {Li,Lé,Lé} des factorisations hamiltoniennes de
ces graphes. Soient x un sommet de G et x' un sommet de G' . Le mariage
w des graphes G et G' , par rapport aux sommets x et y et aux factorisa-
tions D et D' , est le graphe G w G' obtenu en éliminant de G v G' les som-
mets x et y et en remplagant les arStes {a,x} , {b,x}, {ec,x}, {y,u},

{y,v} , {y,w} par les arétes f{a,u} , {b,v}, {c,w} . (Voir figure 15).

Fig. 11 Fig. 12 Fig. 13
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I1 est facile de voir que G w G' est fortement hamiltonien.

Théonéme 1. G et G' sont purement hamiltoniens si et seulement si GuG'

est purement hamiltonien. Preuve: voir [6], page 77.
Théondme 2. On a &8(G) « 8(G') = 6§(GwG') . Preuve: voir [6], page 75.
Exercice 1. Prouver ces deux thé&orémes.
Soit G = (X,A) un graphe connexe.

Définition 8. Un séparateur de cardinalité k de G est un ensemble d'aré-
tes S = {al,az,...,ak} tel que G - S = (X,A-S) ne soit pas connexe et Vj ,

1<sjsk, Hj = (G-S) u {aj} soit connexe.

Remarque 3. Il est bien connu que si S est un séparateur de G , alors

G - S contient exactement deux composantes (appelées les #ives$ du séparateur S).

Définition 9. Un séparateur est trnivial siau moins une de ses rives ne con-

tient aucun cycle. Sinon il est dit non-trnivial.

Exemple 5. La figure 16 donne un séparateur trivial de cardinalité 4., La

figure 17 illustre un séparateur non-trivial de cardinalité 3.
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Fig. 16 Fig. 17

Remarque 4. Par un mariage w de deux graphes cubiques et fortement hamil-
toniens, nous obtenons toujours un graphe cubique fortement hamiltonien admettant

un séparateur non-trivial de cardinalité 3. La réciproque est aussi vraie.
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Probléme 1. Trouver la construction et les propriétés des graphes cubiques

purement hamiltoniens sans séparateur non-trivial de cardinalité trois.

Déginition 10. Soit G un graphe fortement hamiltonien cubique et
{Ll’LZ’Ls} une factorisation hamiltonienne de G . Les trois ghraphes de cordes
de G sont les graphes isomorphes G1 , G2 s G3 ol Gi s'obtient en tracant le
cycle Ci = Lj v Lk (j=i,k=i) autour d'un cercle et les ar€tes de Li comme

cordes de ce cercle.

Exemple 6. L, = {sa~e} , L2={~—~}, L, = {=>}

Fig. 18

Probléme 2. Caractériser les graphes cubiques fortement hamiltoniens qui
possédent une factorisation hamiltonienne dont les trois graphes de cordes sont
isomorphes au sens fort. (Deux graphes de cordes sont {somorphes au send gornt si
1'un s'obtient de 1l'autre par un nombre fini de rotation,et de réflexions.) Ces

graphes sont dits forttement hamiltoniens symétrniques.

Remarque 5. Pour |G[ < 12 , les graphes fortement hamiltoniens symétriques

sont:
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Fig. 19

Déginition 11. Soit k > 1 . Le graphe Mk = (Xk,Ak) est défini par:
X = {1,2,...,2k} ,

A= ({1,2},42,3},...,{2k-1,2k},{2k,1},{1,1+k},{2,2+k}, ..., {k, 2k}

La factorisation linéaire Dk = {Ll’LZ’LS} de Mk est:

L, = {{2i-1,2i} | i=1,2,...,k}
L, = {{2i,2i+1} | i=1,...,k-1} v {{2k,1}}
Ly = {{i,isk} | i=1,...,k} .

Exencice 2. Montrer que D2 et (n=1,2,...) sont des factorisations

D2n+l
hamiltoniennes mais que D2n (n=2,3,...) ne l'est pas. Montrer que M2n

(n=2,3,...) n'est pas fortement hamiltonien. Montrer que 6(M2n) = % (22n-1+

1)

et que &(M 1+ %-(22“-1)

ne1) ©

Probldme 3. Pour un s donné, trouver la valeur maximum de &(G) ol
|Gl = s et G est cubique (respectivement cubique fortement hamiltonien, cubique

purement hamiltonien, cubique fortement hamiltonien symétrique).

Déginition 12. Soit G un graphe cubique et V(G) son graphe représentatif

(voir [2] page 383).
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Exemple 7.

G V(G)
Fig. 20
Th&ondme 3. Si |G| est pair alors
i) V(G) contient au moins un facteur linéaire.

ii) G contient un facteur lin€aire => V(G) contient deux facteurs lin€aires

disjoints.

iii) G admet une factorisation linéaire => V/(G) admet une factorisation li-

néaire.
iv) G planaire <=> V(G) planaire.
v) G hamiltonien <=> V(G) est décomposable en deux cycles hamiltoniens.
Démonsiration. Voir [4].

Probféme 4. Montrer que G est fortement hamiltonien si et seulement si

V(G) est fortement hamiltonien.
Remarque 6. Le probl&me 4 est résolu mais non-publié.

Deéginition 13. Un U-graphe est un graphe cubique uniquement coloriable

(i.e. n'admettant qu'une seule factorisation linéaire; §&(G) = 1)

Remarque 7. Si G est un U-graphe, alors G est fortement hamiltonien et

donc purement hamiltonien.

Probléme 5. Est-ce que les deux graphes de la Figure 21 sont les seuls

U-graphes sans séparateur non-trivial de cardinalité 3 ?
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Remarque §. Un w-mariage de deux U-graphes est un U-graphe.

-~

Probfdme 6. Montrer que tout U-graphe s'obtient @& partir de U-graphes sans
séparateur non-trivial de cardinalité 3 (voir probléme 5) aprés un nombre fini

d'w-mariages.

Déginition 14. Soit G un graphe cubique et x un sommet de G . Soit
G' =K, et y un sommet de G' . Le w-mariage GuwG' s'appelle la A-extension

de G en x .

Remarque 9. Toute A-extension d'un graphe fortement hamiltonien (U-graphe)

est un graphe fortement hamiltonien (U-graphe).

Déginition 15. Soit G = (X,A) un graphe cubique fortement hamiltonien et
D= {Ll’LZ’LS} une factorisation hamiltonienne de G . L'aréte u = {x,y} € A
(disons u € Ll) est dite paire (respectivement impaire) si les deux chemins de
x 4 y le long du cycle C1 = L2 u L3 sont de longueur paire (respectivement

impaire).

Remarque 10. Les arétes de G sont toutes impaires si et seulement si G

est bichromatique (i.e. il existe un 2-coloriage des sommets de G)

Probedme 7. Trouver la construction et les propriétés des graphes cubiques

bichromatiques fortement hamiltoniens.

Remarque 11. Si G est cubique bichromatique fortement hamiltonien, alors

6] = 2 (mod. 4) (voir [71).

Probldme §. Trouver la construction et les propriétés des graphes cubiques
fortement hamiltoniens dont toutes les ar&tes sont paires. Soit Cp cette

classe de graphes.

Remarque 12. C'est principalement 1'étude de la classe Cp qui a été en-

treprise dans [7].
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Pour Ge C,, ona |Gl = 4 (mod. 8). De plus, la Figure 22 donne le seul

graphe de cette classe ayant moins de 28 sommets et qui soit sans triangle.

Exercice 3. Montrer que tout graphe fortement hamiltonien cubique s'obtient

de K, ou d'un graphe (sans triangle) de Cp 8 1'aide d'un nombre fini de

4

A-extensions.

Probfme 9. Trouver la construction et les propriétés des graphes fortement

hamiltoniens de degré 4.

La planarité est une propriété importante des graphes. Il existe des graphes

fortement hamiltoniens planaires de degré 2, 3 et 4. (Voir Figures 7, 9 et 10.)

Probf2me 10. Existe-t-il un graphe fortement hamiltonien planaire qui soit

régulier de degré 5 ? (Voir [6], page 162, probldme 19.)
Soit Km le graphe complet d'ordre m .

Théondme 4. Si n ou 2n-1 est premier, alors KZn est fortement hamilto-

nien.
Démonstration. Voir [6], pages 79 et 80.

Probléme 11. Trouver toutes les valeurs de m pour lesquelles K, est for-

tement hamiltonien.

K et K

K16 » Kyg 36 sont fortement hamiltoniens

Remarque 13. Les graphes

(voir [11]).

Fig. 21
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Fig. 22
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