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CALCUL PAR ELEMENTS FINIS DES COURANTS DE FOUCAULT
SUR UNE SURFACE CONDUCTRICE DE R®
J.C. Nédelec

RESUME

Nous étudions les courants de Foucault sur une surface T
conductrice mince dans R°.

Nous supposons que ces courants sont créés par une excitation
(différence de potentiel ou courant imposé) périodique alternative. Nous
&crirons, alors, les &quations des courants en utilisant la variable densité
surfacique du courant qui est un vecteur complexe tangent 3 T .

Nous montrons, d'abord, que ces &quations intégro-différentielles
ont une solution unique. Nous introduisons, ensuite, un probléme approché
sur une surface approchée, construits par &léments finis.

Nous &tudions 1'erreur d'approximation de cette méthode. Des calouls
numériques ont été réalisés et comparés 3 des résultats de mesures. Nous

renvoyons, pour ces résultats, 3 NEDELEC-VERITE [1].

1- POSITION DU PROBLEME PHYSIQUE ET FORMULATION VARIATIONNELLE.

Nous étudions les courants dans un conducteur mince que nous
assimilons a une surface T de R®. Nous supposons que cette surface est

homéomorphe 3 un cylindre, c'est-i-dire qu'elle comporte une seule nappe
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percée de deux trous. Nous noterons 97T et 3, 1les courbes fermées

de R?® qui sont les bords de ces trous.
r
T

Nous &tudions le cas de courants alternatifs, de période w .
Les inconnues du probléme sont, alors, d'ume part, le courant surfacique J,
qui est un vecteur complexe tangent i la surface T, et, d'autre part, le
potentiel scalaire V, qui est une fonction complexe définie dans 1'espace R®.
8i nous négligeons certains effets relativistes, nous pouvons
admettre que le courant J est conservatif sur la surface T, ce que nous

traduirons par 1'équation
div J = 0. (1.1

L'équation de Maxwell s'&crit, dans 1'espace R®,

%J(;:) s lop I I gy - - gradv, (1.2)

ol ¢ désigne la résistivité surfacique du conducteur, p , la perméabilité
magnétique, et ¢, la vitesse de la lumiére.

Les conditions aux limites, sur les bords des trous, sont de deux
types. Ou bien, le potentiel V est imposé sur 31I (et il est facile de voir
alors que seule intervient la différence de potentiel entre 8T, et 3T,),

ou bien, le flux de courant sortant est imposé (i.e. J.n , ol n est la
normale & 9T dans le plan tangent & T).
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Remarque 1 : Nous pourrions considérer le cas d'une surface a plusieurs
nappes et d& plus de dcux trous, avec les conditions aux limites des deux
types qui peuvent @tre mixtes. C'est dans le souci de clarifier 1l'exposé

que nous avons considéré le cas le plus simple.

Nous allons préciser les équations (1.1) et (1.2). Précisons,
d'abord, la surface I . Elle est définie par la donnée d'un nombre fini p
de cartes qui sont des applications bijectives @i d'un ouvert ei de R?

sur une partie Ti de R?

x;(&1,82)
£ = (&1,8) €8, - Qi (E1,82) = {yi(&1,8&2)
z;(&1,81)

telles que les applications @; sojent suffisamment régulidres, et telles
que les vecteurs tangents
9% 3991

e) = — s es B e
181 9&2
soient non co-linéaires. Nous noterons e; le vecteur normal "extérieur",
de longueur 1. D'autre part, les applications ¢£4 o ¢3 sont bijectives
et régulidres de l'ensemble & (I, NT,) sur & 1(r.nNnT.).

J 1 J 1 1 J

Les bords 9T; et 93T, sont alors des courbes de la
surface I, dont les images par les cartes @{1 sont des courbes réguliéres
de R?.

Nous supposons, afin de construire une triangulation, que nous
pouvons trouver, dans chaque domaine ei , un fermé Di polyhédrique, tels

que
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i
—

P
vooE )

i=1

est une courbe de r.

i
&, (Di)ﬂ‘&j (Dj) ;3 17 ]

Les vecteurs e), ez, nous permettent de définir la premidre forme

fondamentale de la surface par

(ol . désigne le produit scalaire euclidien de R® , et également, le
produit scalaire hermitien de C? ).

. . - ij
La matrice inverse sera notée par g 1. Les vecteurs

i 1j . . .. PP
e = g J ej (convention de sommation de 1'indice répété)

constituent la base duale de la base (e, e) du plan tangent.

Rappelons que 1'€lément d'aire dYy sur la surface I est

avec

g = g1 g22 - {g12)? = det (gij)'

Un vecteur complexe J, tangent 4 T , sera alors repéré, soit
par ses coordonnées complexers dans la base e;, ey , notées Jl, J2 (coordonnées
contra-variantes), soit par ses coordonnées dans la base duale (coordonnées

co—variantes), notées J;, Jz. Nous avons donc :
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Le produit hermitien de deux vecteurs J et K, définisau méme pcint, sera

Nous noterons par
il = @.p?

la norme hermitienne de J.

Nous définissons le gradient d'une fonction V,

comme le vecteur X de coordonnées co-variantes :

9

X, = — .
1

agt

Le rotationnel d'une fonction ¢ , définie sur

. - ~>
vecteur X de coordonnées contra-variantes (noté rot @)

29 x2 = 29

- - e
Vg o ag? Vg o og!

La divergence d'un vecteur J sera la fonction scalaire

2 (Ve .

div J = —%:
N

Le rotationnel du vecteur X sera la fonction scalaire

rot X = / 251- - éﬁl ) .

1
\/—g_ \ agl agz

r

définie sur

, sera le

T

307
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On vérifie, alors, facilement que

grad (.[le = glJ —3——02

‘Q)
16|

= Jrot o|? .

Q
vy
[

On définit aussi le laplacien qui est la fonction scalaire

Aw = div grad v = rotrzttp= ——l:
vg 9

Nous avons les propriétés sulvantes :

PROPOSITION 1.1 : Soit J unm vecteur tangent & T , et ¢ une fometion définie

sur T , tels que JE W) , et @ € H'(T) , nous avons :

J. ¢ div J dy + J J . grad g dy = J[ © J.n ds ; (1.3)

r r ar

Jf J . rort @ dy + J © rotJ dy = [ © J.t ds , (1.4)
J

r r aT

o0 n est la normale extérieure & 3T dans le plan tangent @ T , et t

la tangente orientée d¢ 97T .

Démonstration : Les &galités (1.3) et (1.4) sont des cas particuliers de la
formule générale de Stokes pour des formes différentielles extérieures sur

des variétés (Cf Mme LELONG-FERRAND [ 21]) ;

ldw =ij

oii d w désigne la différentielle extérieure de la forme w . Nous obtenons

(1.3) en choisissant :
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w = @vg (~-J3%ag! + 7' ag?)

dw = Haivi.vg agt ag?+ 3t 22Vg ag ag? .

13

Il reste 3 vérifier que les coordomnées co-variantes du vecteur

unitaire normal extérieur 3 [ dans le plan tangent, sont :

1 2
m o= -ve &, on =vE &

ds ds

Nous obtenons (1.4) en choisissant

w = @ (I dE} + J2 dE%)

rot J Vg dE' dE® + J . roto g dE! ak?

o

€
i

6

I1 reste alors 2 vérifier que le vecteur contra-variant de

gt ag?

35 as » est bien le vecteur unitaire tangent & 9dT,

coordonnées

1'orientation &tant fixée par le sens de parcours choisi.

PROPOSITION 1.2 : Sotent J et X , deux vecteurs tangents 4 T . Nous avons

les équivalences

divJ =0 et JELXT) = J=rot@+XJ;, XA € C (1.5)

avec @ € HY(T) et J, € LE3(D) , div Jg

0 et J Jo . nds % 0
o'y

rot X =0 et XELX({I) e X=grad V+VvX , Vv € C (1.6)

avec V E HI(T) et X, € L3(T) , rot X

0 et J Xo . tds =1
or,
(@ et V sont uniques d une constante prés st J, et Xy sont donnés).
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Démonstration : En choisissant A = { J . nds, nous voyons, d'aprés (1.3),

ol

que

I (J-XJg).nds (J-XAJg).nds = 0.

ol 3

#
g Ny

L'équivalence (1.5) est alors une conséquence du théoréme de De Rham [ ].

L'8quivalence (1.6) est analogue.

Remarque 2 : Si nous imposons J.n = 0 sur une portion de frontidre 937T;,
par exemple, nous obtenons une proposition analogue en choisissant ¢ € H*

et ©| 2T, 0.

Nous pouvons, maintenant, donner la formulation variationnelle

de 1'équation (1.2). Soit H 1'espace de Hilbert suivant

/

H = 11<6L2(1") ; K tangent 2 I‘,divK=O}.

Le courant J sera alors solution de (nous notons x et y des

points courants de T )

Trouver J € H tel que

J %J'.K dy+lizﬁj [ 3x).Rp) dyxdyy=—J Vo n.Kds, VKEH .
T ¢ pop o lx-yl ar

(1.7)

La fonction Vp est le potentiel imposé sur 9T . Si nous choisissons Jy

réel et régulier, avec

div Jp = 0 et J Jo . n ds =1
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nous aurons la formulation équivalente (d'aprés la proposition (1.2) :

A > >
I-‘- (rot @+ A Jo). (rot ¥+ v Jo)dy +iu§1—[ [ (rot@+2J0) (x).(rot¥+v o) (¥) dy_dy
‘ c? Ix -yl Y
T
=-Jvon.03tw+vads ,YYER'(T) , vEC . (1.8)

ar

THEOREME 1.1 : Si Vo € B} 2(3T) , le probléme (1.7) (et donc le probléme (1.8))
admet une solution unique dans L2(T) , et si de plus V, € #3/2ar) , alors

la solution est dans H (') (done @ est dans B>(T) gi Jo € HI(D)).

Démonstration : Si nous notons a(J,K) la forme sesquilinéaire du premier
membre de (1.7), nous savons que
> 1.
la 0,0 < u |9 x| ; -9
L2(T) L2(I)

et que, d'autre part,

R e a(J,J) = % |J|22 ; (1-10)
L)

Le théoréme de Lax~Milgram, appliqué dans l'espace H , nous assure donc

1'existence et 1'unicité de J. Il suffit de vérifier que le second membre

est une forme linéaire continue sur l'espace H, ce qui est vrai si

Vo € HI/Z(BF) d'aprés le théoréme de trace (n. K € H"/z(ar) si K€ H).
Il en résulte, d'aprds NEDELEC~PLANCHARD [ 3], que la fonction

vectorielle
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est dans 1'espace H‘(F) (c'est encore l'int&grale sur une surface gfermée T
régulizre portant I' du prolongement de J par zéro & T ).
Désignons par P ¢ (y) , la projection du vecteur Y (y) sur le plan

tangent en ¥y 3 la surface I'. Alors P ¢ (y) est aussi dans HI(T). Nous

vérifions (en utilisant (1.4)) que

wy

>
<
]
t
Q>
=
o
T
<
o
1

rot P.y

Q-

et (en utilisant la formule grad ®.n = rot Q.t) que

li—=§h-lh.t-iﬂipw.t,surar.
o (¢] 2
on os c

Donc, si Vy € H3/2(8F), on voit que

A € L)

39 ¢ H!/2(3r)
on

ce qui entraime
@ € HX(I)

par un résultat de régularité classique.

Kemarque 3 : En ré-utilisant le méme argument, on pourrait montrer que
Y € H3/2'€(F) (ev> 0)y et en déduire une régularité correspondante pour
® et J. A cause du terme en ¥ , il semble donc que la régularité maximale

de J est RY/Z%°E (I') pour tout € positif.

Remarque 4 : La fonction ¢ dépend du choix de Jy , mais est unique pour

Jo fixé.
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COROLLAIRE 1.1 : Si V, € Ha/Z(I‘) > alors il existe une fonetion V unique

dans H(T) , telle que :

{ ; :
L g+ ien g J I 4y oo graav (1.11)
o c? x IX“! y
F y
Vigp = o,

ou P est la projection des vecteurs de R’ sur le plan tangent & T ,

au point x.

Démonstration : Soit V, une fonction dé&finie sur T , dont la trace sur

9 T est Vo . Nous avons, d'aprés (1.3),
J Von.K ds = }' grad Vo . K dy .
or r

S§i nous posons

P Y(x) =
[x-y| Y
iy
nous avons
J (é J o+ 1—“’2“- Py +grad Vo) . K dy = 0, V KE H.
Cc

T
En choisissant K = rgt ¢ , et en utilisant (1.4), nous avons
- J rot(%J +—l—°321-J Py + grad Vo) @ dy + Jf (%J}r ﬂgl’dw grad Vo).t @ ds = 0.

T ¢ aT o

Nous choisissons alors, successivement, ¢ € H; (r), d'ot
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rot ( % J + iwy Py + grad Vo) = 0,
o2
puis ¢ € HI(I),
(23 +2% 5y 4gradvy) .t = 0.
2
D'oli, d'aprés (1.6),
é-J + 201 p Y + grad Vo) = - grad V- Vv X, .
2

En choisissant alors ¢ avec

olop, lyr,

nous voyons que V = 0 . Nous avons aussi
grad V.t = 0.

Nous pouvons donc choisir V constant sur 9T; et sur 3T, . Nous avons
(V1 et V, désignent les valeurs constantes de V sur 3 Ty et sur 3T, respec-

tivement)

0=JgradV.Jgds=JVJo.nds=JV1Jo.nds—JrVZJo.nds=V1-Vz
r ol ol'; ar,

Nous pouvons donc choisir V dans H;(Q). La fonction V + V, satisfait

alors 3 (1.11).

2 - APPROXIMATION PAR ELEMENTS FINIS.

Afin d'approcher la solution du probléme (1.7), nous allons
introduire, d'abord, une surface Fh ,» puls un espace Hh de vecteurs

définis sur Fh qui approchent respectivement I' et H .
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Pour chaque domaine polyhédrique Di , nous construisons une
triangulation Thi (par des triangles dont le diamétre maximal est noté h
et vérifiant la classique condition des angles 6 > 6o > 0,8, indépendant de h).

Considérons alors &, 1'interpolé affine de 1l'application Gi , définie par

¢ih (a) = ¢i (a) , pour tout sommet a d2 Thi 3

oih est affine sur chaque triangle de Thi

Nous noteroms Fyp 1la restriction de 1'application Qih 3 un triangle T de
Thi .

L'image de D; par Qih est alors (pour h assez petit au moins)
une surface Fih continue, formée de triangles plats, dont les sommets sont
les points Qi (a) , a€ Si .

Nous supposons les triangulations Thi compatibles entre elles

les sommets des triangulations Tih et rjh (i#3j), situés sur les courbes
Qﬁgﬁﬂ%ﬂ%)sont communs. Alors, 1l'union des Fih forme une surface Fh qui
est homdomorphe 3 I, dont les cartes sont les applications ¢ih » qui sont
bijectives pour h assez petit.

Les courants approchés seront des vecteurs complexes constants
sur chaque triangle de Fh , vérifiant, de plus, la condition d’&galité

du flux sur un coté commun 3 deux triangles T; et T, (normales u; et nz

A ce cdté dans T; et T, , respectivement)
Jy . ny + Jp . my = 0. @.0)

Nous désignerons par Hh cet espace vectoriel.
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Le probleme approché est alors :

. (x).Kh(y)
1 Wit h = -
JEJh.]&hdY.pL;_J/J'—__.____dYXdYY_ Jvohn.[{hdy’vl(heﬁh.
r.r T

T ¢ Wi IX - Y| Py N
h (2.2)
: *
Soit Joh dans 1'espace Hh tel que
J Joh -.mn ds = 1 .
ary

1

Nous avons alors la

PROPOSITION 2.1 :

-
€ =
Jh Hh e Jh uoh + rot cph

= e ¢f [ . " .
Démonstration : Choisissons A tel que

[ (Jh.n - )\Joh.n) ds = J (Jh - AJ.).nds = 0. (2.3)
BFhl 3Fh2

Alors, sur chaque facette T de Fh s wh est défini 3 une constante prés

(dans les coordonnées locales de cette facette, J est 3 divergence nulle

h
puisque constant). La condition de raccord (2.1) de Jh sur le cBté commun
3 deux triangles T; et T, montre alors que 1l'on peut choisir, pour whx
et whz , des valeurs communes sur ce cSté&. On peut alors construire wh de
proche en proche, et la condition (2.3) montre que cette comstruction conduit

3 une fonction wh globalement continue.

Réciproquement, la continuité de @, entralne (2.1). ®
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Nous avons, d'aprés la proposition 2.1, une formulation équivalente

du probléme (2.2), qui est

[ AL 6. (FOE Y, T ()

e 7 ’ Luwp .
Jg(rot o, )woh).(rot q)h+\)J°h)dy+ 2 ) | dyxdyy
T Crr x -yl
h h'h

->
= - J Voh n.(rot\ph+\)J0h)ds,V\)€c, tphe wh. (2.4)
ary

Afin d'étudier 1l'erreur d'approximation, nous allons comparer, au

vecteur J , un vecteur Jp 1ié a Jh de la fagon suivante : un vecteur J

de l'espace Hh sera réperé par ses coordonnées contra-variantes dans le

h

systéme d'axes mobiles associés aux différentes cartes th . Nous pouvons

J I
hlrhi hi

défini sur Di de coordonnées co-variantes ( v = est 1'élément d'aire sur Th):

alors associer, au champ de vecteurs , le champ de vecteurs J

~

_ 1l =
Ihiy | T Vg
T (2.5)
- L 12 Yt
iy, T h VE -
Alors, la propriété (2.1) nouc permet de vérifier que J ., est un champ de

hi

vecteurs 3 divergence nulle dans Lz(Di).(Si T; et Ty sont deux triangles
- -+ ~ -
adjacents de Di , et n la normale au cGté commun, on a encore

- ~

(J - J ) .n = 0).
hITl hITZ

~
Enfin, nous définissons le champ de vecteurs Jh sur ' comme le

champ d= vecteurs dont les coordonnées contra-variantes, dans les axes associés

3 la carte Qi , sont :
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?

-
:“v—a
it

1
Vg ool
| .

J
Ve om

(2.6)

T

~
Nous vérifions alors que Jh est un champ de vecteurs 3 divergence nulle.

Nous avons le lemme suivant ;

LEMME 2.1 : Soit a la forme sesquilinéaire du premier membre de (1.7) et

a, la forme sesquilindaire du premier membre de ( 2.1), nous avons

~

[, | . 2.7

L3(T)

lay (s k) = 2@, )] < e v |5
W r K v 5 B!y

Démonstration :
~Lronstration

[ fwy r Jh(X)-Kh(y)
ah(Jh’Kh)—JEJh'Kh dyh +—T — dYX dy

& 4 Tyl y
h n'h
Nous transformons les intégrales sur I‘h en intégrales sur T , en utilisant
. - fe) -1 T~
les applications @i (bhi . D'oii

i"—’ﬂj JJh(xh)-Kh(yh) h(xh)gh(yh) .

_[1 %
ah(Jh’Kh) ) Jh(xh)'Kh(Xh) _g_dY * 2 _ X 'y
r L O R E A g(x) g(y)

x =0 O(D_1 X si x €

h i

- -1 :
y_(ij(Dhi (yh) s S1 yerj’

Comparons, maintenant, Jh(xh) et Jh(x)
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9%, . o .
hi 2 hi
J(x) = J} + J
h }H"l h BE1 h 352
: >, ¢
~ gh(xhi / . 3@1 9 : \
I N L . T
g(x) ag! 13
Mais nous savons que
30, 3®h{
- - — < ¢ h max |D? @i(g)[ s
3t 38t x&ED,
d'ol nous déduisons
g, (%)
I B h ' < ¢ h .
g(x)
v~ = Ie) -1
D'ot (x @i th (xh»
- T < 7
P, () I @] ¢ b J3l
Nous en déduisons
flJ (Xh).Kh(x )Vi dy - flf'(x).x:‘(x) ay | < ch|;| |£‘h]
%0 h LA %0 h hlpz oy L2(T)
Comparons, maintenant, le second terme de a, au second membre de a.
I1 apparait une erreur supplémentaire, due au terme
| | ‘ |-yl = 1% -v, | < |x-y-x +y |
ER N1 ENES AR P, =yl 1x-vl

Nous considérons alors deux cas :
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- ou bien
lx - }’I > ¢ h ,
et alors
2
|x - xh| < ¢ h? (car o, - éhil < ¢ H),
. ch
et nous majorons (2.9) par ;
| %=y

~ ou bien

| = |

< ¢ h ,

. s .. .
et alors nous pouvons considérer que, dans un voisinage de § = @i x),

3.(8) - @.I(g) est une fonction lipschitzienne & dé&rivée bornée par c¢ h.
i ih

D'ol

X=Xy - (y-yp] Scb {x-yl (=lx-yl<e |xy-wb.
D'oli, dans les deux cas,
1 _ 1 l < _th
|x-y] ENE A fx-y|

Nous en déduisons une majoration :

3 (%) .K_(y.) I (%) .K_(y) EXSHENS)
[ [FR 0 [ [SOED o S,

En utilisant, alors, NEDELEC-PLANCHARD [ 3 ]

est majoré par

c h IJ:I

Utilisant cette majoration et

rT Ix = YI

K| :
L2 () % L2(T)

(2.8), nous en déduisons (2.7).

» Nous savons que le second membre
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THEOREME 2.1 : Nous supposons conmnus Jo € HI(T) et Joh € Hh tel que

~

13, - 3, < ¢ hj (2.10)

L3(T)

alors, nous avons la majoration d'erreur

lg - 3| <ec [h 3] v, - v ] 2.1
M B () ? ”’IHI/Z(ar)
o Vo = VopG) 5 070 = 05 (x).

Démonstration : Soit J¢ dans HI(T), choisi tel que

j Jo . n ds = 1
al'y

Nous supposons connu Joh dans Hh tel que

[Jo = Joyl < ¢ h

L2(T)

Alors, d'aprés la proposition 1.2, pour J € H!(T), il existe @ € HZ(I),

tel que
>
J =2AJo + rot @ .
Nous pouvons définir, sur Th , l'interpolé ®p de © , tel que
wh(a) = @(a) , pour tout sommet d'un triangle de T
wh affine sur chaque triangle de Th .

Nous notons W, J 1l'interpolé de J défini sur Fh par

>
mJ =xJ + rot ¢

h oh h *

315

s
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Considérons, maintenant, la quantité

~

a(Jh —th, Jh - th).

~

- T — o - - - p= - . -
a(Jh th,vh th) a(J,Jh th)+a(J th,Jh th)+a(Jh,Jh th) ah(JHJh'rHI)i-ah(%,Jh th)

~ o~ o~ ~ o~ A

D'oli, d'aprés (1.10) et (2.7),

|J~—n~J] < c[|J-—TK~J| ]JN‘,'TTNJI +h|J~| |J~—T\'~J| +a (J ,J -7 J)-—a(J,JN—T:J)]
h Wy py B2y B R 2y hizpy h Thp2 py"RTRTR R h B
Nous en dé&duisons
~ ~ ~ la, (3,,K) = a(3,K)|
AT [ ST EA TP e ki L
2 (I) L*(T) L*(T) K €H % |
L3(I)

Evaluons , successivement, les trois termes du second membre. L'erreur

d'interpolation, d'abord ;

LEMME 2.2 : Soit J € HY(T), nous avons

~

[J - 7 J| < ¢ b |J] (2.13)
n L2(I) 1 (T)

Démonstration : Il nous faut &valuer

~

- -
rot @ - rot (Dh f

hd .
Mais, on vérifie, en utilisant les définitions de <rot et de 1'opération ~ ,

que

~ ~

ror ©, = rot Cp 3 90 = e (x) 5 ox o= 9 08T (x) .
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Soit, maintenant, Wlp = @ ° ¢£q

> = o gl .
Pl T On T Fpos

alors, par construction de la triangulation et de wh » Nous savons que ¢%

-~

est 1l'interpolé affine de ¢ sur T. Donc, d'aprés le classique lemme de

Bramble~Hilbert, nous avons

lo - ¢ | < ch |o]
Nyt H2(T)

Par retour & T , nous en déduisons

lo - o, < ch |o .
B (D) H2(T)

D'oli,, en particulier,

lrgt(p—rgt (phl < ch I(DI

L2(T) B ()

D'oli le lemme, en utilisant (2.11) et la proposition 1.2. m

Considérons, maintenant, le second terme de (2.12). Pour montrer

que [Jh| est borné, il suffit de montrer que !Jhl
L2(I) L2 (Ty)
Mais, nous avons

est borné.

Re a (3, J) IJh(x)!2 dx = [ A n .J ds

]
h*"h’ “n’ T 5
r

R

Nous vérifions que, dans le changement de variable,

»
L]

) -1 Ny .
LIRS

et donc

317
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J Voh oy Jh dsh = I Voh n .Jh ds ,
BFh ar
avec
- = o] o ¢t
Vo = Yon 7 Fin? %

D'oil (nous utilisons la continuité dans H'I/QBF) de la trace n .Jh)

< ¢

I v .|
L2(I) °h'y /2T

hl
T]1 nous reste & évaluer le dernier terme de l'erreur dans (2.12) ;

soit
~ ~

a G, K) - ald, K;) - J[ (W, = V) n.K  ds .
oT

D'oli, en utilisant i nouveau la continuité de 1'application trace,

T

la (3, K) - a@, K)|< e |V, -V |
h*'h Kh I(h oh LZ(F)

® u/2(3r)
L'inégalité (2.11) est alors une conséquence de (2.12) et des majorations

ci~dessus.

Remarque 5 : Le choix de Joh peut, &ventuellemeunt, se faire de la fagon
suivante. Soit ume coupure de TI', c'est—-i-dire une courbe S qui joint
or; a 29l',. Soit ' 1la surface coupée ainsi construite. Alors, il
existe ¢ € H>(T') telle que

+ - ¢
Jo. = Yot @y , Yy -~ @y = counstante lo long de s .

ol w: (resp. ©o ) désigne la valeur de @y d'un c6té de S

A cette coupure de [ correspond une coupure de Fh , si les

sommets de la triangulation sont bien choisis.
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L'interpolé affine @on de @, sur T'h vérifie
w:h - o;h = constante.
Et alors
Joh = rot woh
vérifie 1'inégalité (2.10) et appartient 3 l'espace Hh . "

Nous allons indiquer, maintenant, une m&thode pour calculer une
valeur approchée du potentiel scalaire V sur la surface I'. Remarquons

d'abord que no's avons

> 1
Jf grad V. grad V' dy = - —l—“ﬁj J J(y) -grad V' (x) ay dy, , v V' € m(D)
r 11 L Y .
(et aussi Vlar = Vyp)
(2.14)
Nous considérons 1l'espace de fonctions approchées suivant
0 = c o 4 e 4 = .
Qh { Vh c (Fh) H thT P, , VTc Fh 3 VhIBF 0 }
h
Nous définissons Vh comme solution de
. J, (y).grad V' (%)
Jf grad V, .grad V', dy = - 3%“—} J h h oy dv_ (2.15)
T ¢S rr IX = Y| Y
h h h
1 1 A =
Y V he Hy (D) , Vhe oh , vhlal"h voh

Il est facile de voir que Vh est ainsi défini de fagon unique.

~

Le théordme suivant donne 1l'erreur entre V et Vh défini par

- = v ool o g [
Vh(x) \h Qih @i(x) , Y x éi(Di)
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THEOREME 2.2 : Sous les hypothéses du théoréme 2.1, et si nous supposons

de plus que Vop est l'interpolé affine sur arh de Vo , nous cvons

L'estimation suivante :

- < C h
AN (2.16)

ol V est la solution de (2.14) et Vh la solution de (2.15).
Démonstration : Soit la forme bilin&aire

a(v,Vv) = { grad V . grad V' dy
et r

7 ' = '
ah(\h, v h) J grad vy .grad V h th
Tn
Nous avons de fagon analeguz a (2.7)
T oyt y - ' < -~ v (2.17)

|a(Vh,V h) ah(Vh,V h)] C h |grad Vh] . |graa v hI

LE(T) L2(I)

Soit MV 1l'interpolé affine de V dé&fini sur Fh . Nous remarquons

que Voh étan: 1l'interpolé affine de Vo sur ol

>

"Vlal‘h = Vo

et donc

- e gl
nV -V, € BT

Majorons, maintenant, successivement les termes :

V-V < v -wv + v -
V-l v -7v] LA
H () HU(D) HY (D)
et
[nv-v]2 < C |grad (nv - v)|?2 < C |la(nv-v.,nv-v)l
Dy R ey h h
a(nv - vh,nv - vh) =a(nv -V, nvV - Vh) + a(Vv,nv - Vh) - a(vh,nv - Vh) R
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d'ol en regroupant les majorations et en utilisant (2.17)

~

[

TS TR U B ol i S
V-V < .C | V-1V + C grad V. — |
Mgy L HI(T) IR COT | grad V'hll,?([z) ,
~ . J(G) .grad v' (%) J, (y).grad V' (x)
a(V, v )may (Vi) = = %E{Jr J[ | Ih_— dYXdYY—J[ Jr : |x, - ¥ Ih dr v,
x -y
T . LT h o h

Si nous transformons alors les intégrales sur T en intégrales sur T

>

h

, ' .
il apparait trois termes d'erreur, l'un que l'on majorera par

c|J- J~| lgrad V'h]

hlr2ipy L2 (D)

PP ' .
les deux autres, provenant de la géométrie, que l'on majorera par

C h |J~|
h L2(F)

En utilisant, alors, le théor&me 2.1, nous obtenons (2.16).

CONCLUSIONS

Nous allons donner quelques indications sur la mise en oceuvre de
la méthode pour laquelle nous renvoyons & NEDELEC~VERITE [1].

La formulation qui apparait la plus commode est la formulation

(2.4), car les fonctions de base en wh sont connues et 3 support “local".

Dans la pratique, le choix de la fonction de base Joh est facile. I1 faut
aussi faire attention au fait qu'il faut supprimer l'une des fonctions de
base qui engendrent 1'espace @h » car @ est défini 3 une constante prds.

(Ceci revient 3 fixer la valeur de wh en un noeud).
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Le calcul des coefficients du systéme provenaant de la partie

J, . J' dy

o e——
Ql—
j=nl
=2

est analogue & un assemblage pour un opérateur elliptique et nous donne la
partie ré&lle de la matrice. Le calcul des coefficients de la partie imaginaire

de la matrice
dy dy

X y

F J I, &I ()
T IX_YI

se fait en utilisant la primitive explicite de

[
'-Jr [~y

puis ensuite par une formule d'intégration numérique. Nous renvoyons i
NEDELEC [4], et & DJaoua [5], pour des précisions sur ces calculs de
coefficients.

L'introduction des &léments finis 2 divergence nulle utilisés ici,
est due 3 RAVIART-THOMAS [ 6]. I1 est possible d'utiliser des &léments finis
du mé@me type et d'ordre plus &levé. L'étude d'erreur est analogue. Meis alors,

il faut aussi augmenter le degré d'approximation de la surface I et

les calculs des coefficients provenant de la partie intégrale singulizre
de l'opérateur sont tras compliqués. D'autre part, la solution &tant
peu régulidre, au moins au voisinage du bord 8T , 1e gain de précision
réél serait faible.

Par ailleurs, nous renvoyons au petit ouvrage de R.L. STOLL [7]
pour une &tude assez complite des équations et des propriétés des courants

de Foucault.
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